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Resumo: Neste texto, analisamos as fontes citadas na historiografia tradicional da ma-
temdtica para afirmar que existiria uma restri¢do dos instrumentos de construgio usados
nos Elementos de Euclides, muitas vezes encarada como uma influéncia platénica. Nosso
principal objetivo é investigar se a exclusividade do uso dos métodos de construgio por
retas e circulos nos Elementos era uma pritica ou uma norma no contexto geométrico da
época de Euclides. Tomamos como base o estudo de Arthur Donald Steele, publicado em
1936, mas mencionado raramente e de modo alusivo pelos historiadores. A tese principal,
que desenvolvemos a partir desse e de outros trabalhos, é a de que as fontes ndo permi-
tem afirmar que uma tal restri¢io fosse uma norma. O fato de que as construgdes nos
Elementos de Euclides sio feitas, na pratica, somente com uso de régua e compasso nio
permite concluir que essa fosse uma regra, nem que se tratasse de um padrio da época.
Mostraremos como uma versio equivocada foi produzida historicamente.

Palavras-chave: régua e compasso, geometria euclidiana, histéria da matematica grega.

Abstract: In this text we analyze the sources referred to in traditional historiography of
mathematics in order to state that there existed a restriction regarding the instruments
used in Euclid’s Elements, often emphasized as due to an influence by Platonism. Our
principal aim is to analyze whether the exclusivity in the use of ruler and compass as
construction methods was a practice or prescribed as a norm in the geometric context
of Euclid’s epoch. We follow the study published by Arthur Donald Steele in 1936,
scarcely cited by historians. Taking also other works as references, we propose the thesis
that the sources do not suggest that such a restriction constituted a norm. The fact that
constructions in Euclid’s Elements are done, in practice, using only the ruler and the
compass do not allow us to conclude that this was a rule, or a standard procedure in the
time. We also explain how the cited version was historically produced.
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Introducao

O objetivo inicial deste texto é discutir um artigo,
publicado por Arthur Donald Steele em 1936, no qual o
autor fornece argumentos fundamentais para se entender
as razdes da exclusividade do uso da régua e do compasso
nos Elementos de Euclides. Apesar de transcorridos tantos
anos e do artigo ter sido publicado na prestigiosa revista
Quellen und Studien zur Geschichte der Mathematik, seu
conteido permanece desconhecido.

Em particular, este artigo permite desconstruir
versbes equivocadas sobre o papel e a motivagio do uso
da régua e do compasso nos Elementos,como a que afirma
ser a restri¢do a tais métodos de construgio uma prova da
influéncia do pensamento platonico sobre Euclides. Mais
recentemente, a tese geral de que Euclides teria sofrido
uma influéncia platonica tem sido questionada também
por outros autores, como lan Mueller (1969, 1981).
De modo ainda mais amplo, tornou-se consenso que
nio se pode afirmar como produto do cinone filoséfico
da época o método singular de exposi¢do que distingue
os Elementos (Knorr, 1986). Todavia, as razdes para a
exclusividade do uso da régua e do compasso continuam
mal compreendidas, o que cerca o tema de afirmagdes
imprecisas e superficiais.

O texto de Steele é mencionado raras vezes, como
veremos adiante, mas ainda assim sem que a citagio seja
complementada por uma discussdo dos argumentos apre-
sentados pelo autor. A existéncia do texto é mencionada
de modo alusivo, como uma prova de que ¢ erréneo con-
siderar a restri¢do a régua e ao compasso nos Elementos
como uma norma, sendo ainda mais equivocado atribui-la
a uma influéncia platonica. Ainda assim, as justificativas
de Steele ndo sdo expostas, o que causa a impressio de
que a existéncia de seu artigo funciona, muitas vezes, como
um argumento de autoridade, sem que o contetdo seja de
fato compreendido.

Resumindo, acreditamos que seja vilido indagar
por que a questdo ainda é cercada de ambiguidades e
imprecisdes se o texto de Steele fornece argumentos bem
fundamentados para eliminar qualquer motivagio plato-
nica para o uso da régua e do compasso nos Elementos. Nio
responderemos a essa pergunta. Nosso objetivo aqui, como
ja4 mencionado, é, em primeiro lugar, fornecer evidéncias
para mostrar que o problema existe e, em segundo lugar,
relacionar as conclusdes de Steele com a andlise mais
ampla dos objetivos da geometria grega proposta por
Wilbur Knorr (1986).

Comegaremos por fornecer um panorama do
modo como ainda se afirma a influéncia platonica em di-

ferentes textos sobre os Elementos de Euclides, visto como
o ponto alto do esfor¢o de organizagio da geometria grega
elaborada antes do século III a.E.C.? Celebra-se que os
resultados obtidos pelos gedmetras tenham sido expostos
de um modo novo, o que traduziria a predominancia de
um pensamento axiomatico e dedutivo. A transi¢do para
esse tipo de pensamento teria sua expressio méxima na
sistematizagdo operada nos Elementos, frequentemente
associada 4 necessidade de fundar a geometria prética
sobre bases mais s6lidas. Mostraremos que uma explicagio
filoséfica para essa transformagio da geometria é atribuida
ainfluéncia de Platio. Uma vez que a matemdtica abstra-
ta e universal era valorizada pelo platonismo, teria sido
necessdrio estruturar a geometria segundo esses padraes,
0 que estaria na origem do método axiomdtico-dedutivo.

Muitos dos mitos sobre os Elementos, em particular
aqueles que dizem respeito as construgdes permitidas e
4 influéncia platonica, tém origem nos comentdrios de
Pappus e de Proclus, que estdo separados de Euclides
por pelo menos 500 anos. Pappus viveu no século III
E.C. e Proclus era um filésofo neoplatonico do século V
E.C, que escreveu um Comentdirio sobre o Primeiro Livro
dos Elementos de Euclides, a0 qual podemos atribuir, em
grande parte, a difusdo da crenga sobre o platonismo de
Euclides. Uma interpretagio superficial dessas fontes
possui influéncia ainda hoje na literatura historiogréfica.

A introdugio 2 tradugdo brasileira dos Elementos,
publicada em 2009, afirma claramente que o programa
de axiomatizagdo levado a cabo por Euclides se deve 2
influéncia platonica (Bicudo, 2009, p. 78). Depois de
descrever o cardter empirico das matemdticas egipcia e
babil6nica, o tradutor pergunta por que, ao herdarem esse
conhecimento, os gregos nio se contentaram com o seu
fundamento empirico.

Por que substitutram a colegio existente de receitas ma-
temdticas por uma ciéncia dedutiva sistemdtica? O que
os levou a confiar mais no que podiam demonstrar do
que naquilo que podiam “ver” como correto? Por que a
transformagdo no critério de verdade ali usado, trocan-
do a justificativa baseada na experiéncia por aquela
sustentada por razes tedricas? E na moldagem dessa
nova configuracdo da matemdtica, julgamos, que foi
decisiva a influéncia de Platio (Bicudo, 2009, p. 84).

Em uma linha de pensamento andloga, considera-
se que, por influéncia platonica, as construgdes geométricas
aceitdveis, no tempo de Euclides, deviam ser realizadas
com régua e compasso. O fato de que, nos Elementos, todas
as construgdes sio realizadas por meio de retas e circulos

3 Como edigdes modernas dessa obra classica podemos citar Heath (1956) e Vitrac (1990-2001).
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somente deu origem a crenca de que essa seria uma res-
tri¢do da geometria, imposta pelos cinones filoséficos da
época.* Na verdade, Euclides nio menciona a régua e o
compasso como instrumentos de construg¢do, mas sim a
linha reta e o circulo. Os comentadores que subscrevem
a tese da influéncia platonica, afirmam que, devido 2
valorizagdo da matemadtica teérica, Platio desprezava as
construgdes mecinicas, a0 passo que as retas e os circulos,
por possuirem propriedades especiais, seriam figuras mais
aceitdveis do que as outras.

No entanto, a mengdo a inspiragio platonica para
esse tipo de restrigio vem acompanhada, na maioria das
vezes, de referéncias alusivas e imprecisas. Os livros de
histéria da matemadtica mais usados no Brasil fornecem
exemplos explicitos da ambiguidade historiogrifica que
pretendemos desfazer neste artigo:

Nos trés primeiros postulados dos Elementos, Euclides
enuncia as trés ‘construgoes” permitidas em geometria:
(i) tragar uma reta por dois pontos; (ii) prolongar uma
reta limitada continuamente segundo uma reta; (iii)
descrever um circulo com qualquer centro e qualquer
distancia [...] A restrigio de que essas construgies
devem ser realizadas apenas com o uso de uma régua
sem escalas e um compasso tem tradicionalmente sido
atribuida a Platio (Eves, 1994, p. 29).

Depois de lembrar que Plutarco, na Vida de Mar-
celo, afirma a indignacio de Platdo contra o uso de instru-
mentos mecinicos na geometria, Carl Boyer acrescenta:

Platio, consequentemente, pode ter sido o grande res-
ponsdvel pela restricdo, que prevalecia nas construges
geométricas gregas, as que podem ser efetuadas somente
com régua e compasso (Boyer, 1974, p. 64).

Os livros acima citados sdo antigos e conside-
rados ultrapassados pela comunidade de historiadores
da matemdtica.” Contudo, no Brasil, tais livros ainda
sio referéncias muito mais comuns do que se desejaria,
principalmente no ensino de matemadtica, o que acaba por
tornar populares e disseminadas versdes equivocadas com
pouco ou nenhum fundamento histérico.

Obras mais recentes nio reproduzem a versio
sobre a inspiragdo platénica de Euclides. Desde os anos
1970, quando as discussdes historiograficas a respeito
do modo de se fazer histéria da ciéncia comecaram a

ter impacto na formagio e no trabalho dos historia-
dores da matemdtica, diversas pressuposicoes tidas até
entdo como verdadeiras comegaram a ser questionadas.
No caso da geometria grega, concepgdes filoséficas como
as de Platio passaram a ser vistas mais como resultado de
reflexdes sobre a pritica matematica do que como causa
dessa pratica (ver Mueller, 1969).

No caso especifico da restri¢do a régua e ao com-
passo, o problema ndo ¢ mais visto como uma imposi¢io
que vale para toda a geometria grega, o que significaria
afirmar que o conjunto das préticas gregas segue um pa-
drio de rigor. Para entender que isso nio é verdade, basta
lembrar que um matemadtico do porte de Arquimedes, que
viveu logo depois de Euclides, ndo seguiu a regra e empre-
gou outros métodos de construgio. O fato de que outros
gedmetras gregos de uma época préxima a de Euclides,
como Arquimedes mas também Apol6nio, ndo tenham se
restringido as construgdes com régua e compasso é usado
para indicar que tal restri¢io ndo devia ser um cinone na
época (Knorr, 1986).

Livros gerais de histéria da matemadtica, publicados
mais recentemente, ja nio reproduzem a tese de que o uso
da régua e do compasso era um padrio na época, de inspi-
ragio platdnica®. Em 1993, o livro de Victor Katz afirma:

1t is well known that Euclidian constructions are based
on the straightedge and compass [...] The question
is then why Euclid restricted constructions to these
two devices, especially because other mathematicians,
both before and after Euclid, used different types of
constructions to solve problems. No answer for Euclid
can be given definitely, however, other than to note
that these constructions are all he needed to develop
what he considered the basic results, the ‘elements’.
Other constructions belong to advanced mathematics
(Katz, 1993, p. 58).

Ele reconhece que, apesar das construgdes pro-
postas nos Elementos serem efetuadas por meio da régua
e do compasso, ndo hd indicios dessa restri¢do em outros
trabalhos da época. No entanto, ainda que ndo se refira a
Platdo, o autor parece interpretar a restri¢io as construcdes
euclidianas nos Elementos como uma norma, ainda que
interna ao livro. A razdo de tal restri¢io permanece em
aberto e o autor sugere, de modo alusivo, sem nenhuma
discussdo posterior, que outras construgdes pertenceriam a
matemadtica avan¢ada. Mas qual o sentido de matematica

4 Na realidade, quando falamos de “régua e compasso” estamos nos referindo a retas e circulos, pois, nos Elementos de Euclides, as construgdes sdo executadas por meio dessas
curvas, definidas de modo abstrato. Nao hd indicio algum de que fossem usados instrumentos de verdade.
5 Paradigmatico para o novo rumo metodoldgico da historiografia da matematica foi o debate sobre a existéncia de uma “algebra geométrica” em Euclides, instigado por Sabetai

Unguru (1975, 1979). Ver Schubring (2008).
¢ Em portugués, essa versdo é desconstruida em Roque (2012).
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avancada na época? Por que podemos afirmar que os Ele-
mentos visavam expor a matemdtica elementar? Por que,
na suposta matemdtica elementar, as construgdes deviam
ser feitas com régua e compasso?

Temos aqui um tipico exemplo das ambiguidades
e imprecisées que, hoje, ainda ceram o problema. Nio res-
ponderemos as perguntas acima, mas pretendemos mos-
trar, a partir da andlise de Steele, que nio hd evidéncias
para se acreditar que a restri¢do dos meios de construgio
nos Elementos fosse uma norma. Na verdade, Euclides no
afirma explicitamente, em lugar nenhum dos treze livros
que compdem essa obra, que as construgdes fenbam que
ser efetuadas com régua e compasso. Simplesmente, elas
sdo, de fato, realizadas desse modo. Além disso, tal res-
tri¢do nio se verifica na pratica geométrica de sua época.

Tan Mueller (1981) propde uma anilise minuciosa
sobre que sentido teria, para Euclides, a estrutura dedutiva
com que apresenta seus Elementos, deixando claro que uma
tal escolha nio se deve a razdes normativas nem filoséficas,
mas a uma economia da exposi¢io dos resultados que o
livro visa apresentar. Ao questionar as razdes da restri¢io
a régua e ao compasso, o autor observa nio se tratar de
uma norma e indica, nas notas, o artigo de Steele como
evidéncia, mas sem explicar seu contetdo.

Em um capitulo intitulado “Sifting History from
Legend”, Knorr (1986) enumera algumas recomendagdes
para se compreender a histéria da geometria grega em
seus préprios termos. A respeito dos métodos julgados
satisfatérios para construir as solu¢bes para os problemas
cldssicos, ele alerta que:

Historical accounts of these materials almost invari-
ably assume at the outset that the ancients had at a very
early time distinguished compass-and-straightedge
constructions from the others and were continually
urged on in the quixotic search for constructions of this

type for the three special problems (Knorr, 1986, p. 7).

Essa observagido ¢ seguida por uma nota em que
Knorr remete ao artigo de Steele de 1936 como tnica
exce¢do 4 regra, uma vez que o autor mostra, de modo
convincente, que a restri¢do a construgdes com régua e
compasso era raramente explicitada nas técnicas gregas
de resolugio de problemas.”

Em um comentdrio extenso e profundo sobre
os Elementos de Euclides (Artmann, 1999), depois de
apresentar a constru¢io de Arquimedes para o poligono
de sete lados, realizada por meio da meusis, uma técnica
que nio pode ser efetuada por régua e compasso, Benno
Artmann observa que:

1t seems that at some time and for some unknown
reason neusis constructions were decided to be unac-
ceptable. Only ruler and compass were permitted for
geometrical constructions. It is sometimes said that
this goes back to Plato, but an adequate reference to
Plato’s writings has not been supplied (Artmann,
1999, p. 104).

Nas notas, Artmann indica: “About the restriction
to ruler and compass see Steele [1936]” sem revelar que
foi o Steele que desconstruiu essa afirmagio (Artmann,
1999, p. 326). Mas, como veremos, esse trabalho nio
mostra como a construgdo por 7eusis tornou-se inaceitd-
vel. Além disso, o autor afirma que as construgbes com
régua e compasso eram as Unicas “permitidas”, como se
constituissem uma norma, versio que ¢ desconstruida
pelos argumentos de Steele.

Aparece aqui uma das sutilezas da tese de Steele
que, a nosso ver, foram mal compreendidas pela histo-
riografia: ndo apenas nio se pode falar de uma norma
platonica para a geometria da época, como nio se pode
sequer entender o uso da régua e compasso como uma
norma na elaboragio dos Elementos.

A investigagio de Knorr (1986) sobre a tradi¢do
grega de resolugdo de problemas geométricos mostra
a prética de resolugdo de problemas como a atividade
principal dos gedmetras gregos ativos entres os séculos V
e Il a.E.C.]J4 a sistematizagio e a organizagio das técni-
cas de resolu¢do eram uma atividade secunddria, que se
desenvolveu principalmente no final do periodo analisado,
como uma forma de se ter uma compreensio geral dos
problemas acumulados até entdo. A partir dai, pode ter
se tornado interessante analisar e classificar os métodos
de resolugio, preocupagio cujos registros podem ter tido
ecos nos primeiros séculos da era comum.

A énfase na normatizagio ¢ distinta da pratica ge-
ométrica e data de um periodo posterior a Euclides. Além
disso, ainda que uma preocupagio com a sistematizagio
dos resultados tenha aparecido no contexto grego tardio,
nio se trata de uma formalizagio do mesmo tipo daquela
que marcou a axiomatiza¢io da matemdtica no século
XIX, marcada por uma preocupagio com os fundamentos.

Poderiamos perguntar, portanto, se a histéria da
matemdtica escrita a partir do final do século XIX nio
teria sido marcada pela visdo da prépria matemadtica que
se desenvolvia nesse momento, até meados do século XX.
O foco excessivo em problemas formais da matematica
podem ter levado aqueles que escreviam a sua histéria a en-
xergar, no passado, esfor¢os de formalizagio semelhantes.
Devido a0 modo como seus enunciados se organizam, os

7 Knorr afirma que as condi¢des eram “raramente” explicitadas, mas, de acordo com Steele, até Apoldnio elas nunca foram explicitadas.
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Elementos de Euclides eram um terreno fértil para uma
tal extrapolagdo.

Comegaremos por analisar em detalhes o trabalho
de Steele, na realidade, uma tese de doutorado, defendida
na Alemanha, na universidade de Bonn publicada em
seguida na série Quellen und Studien zur Geschichte der
Mathematik com o titulo Uber die Rolle von Zirkel und
Lineal in der griechischen Mathematik.

Depois de estudar o texto de Steele, discutiremos
o contexto de resoluc¢do de problemas na geometria gre-
ga antes e depois de Euclides. E conhecido o papel dos
problemas clissicos da geometria grega — duplicagio do
cubo, quadratura do circulo e trissecgdo do angulo — mas
normalmente associa-se a relevincia desses problemas a
discussdo sobre a possibilidade de receberem uma solugio
por régua e compasso. Como mencionamos acima, Wil-
bur Knorr, critica a abordagem sobre esses problemas na
historiografia e discute, com base no contexto da época,
a pertinéncia de se falar em uma interdigdo de outros
métodos de construgio para além da régua e do compasso.
Para ele, os gedmetras desejavam resolver os problemas
por qualquer método possivel, sem se preocupar com o
cariter formal de suas técnicas.

A razdo pela qual o problema da exclusividade do
uso da régua e do compasso nos Elementos é colocada
como uma norma, e nio simplesmente como uma pritica,
parece interessante para caracterizar um modo de se
fazer histéria da matemadtica. Apesar das preocupagdes
metodoldgicas serem cada vez mais presentes entre 0s
historiadores, muitas das antigas versdes insistem em
diferentes tipos de texto e o desafio de construi-las em
novos termos permanece sendo um dos objetivos fun-
damentais da pesquisa.

A andlise de Steele
A historiografia

Arthur Donald Steele era inglés e escreveu sua
tese em perfeito alemdo. Nasceu em 1894 na Inglaterra,
mas residiu de 1912 até 1935 na Alemanha, estudando
matemadtica e dando aulas particulares. Em 1915, entrou
para a ordem dos Jesuitas. Retornando a Inglaterra, foi
professor no Heythrop College, Chipping Norton e, a
partir de 1948, docente de matematica na Jesuit University
em Feldham, Nova York, vindo a falecer em 1953 (Catholic
Herald, 1953).

Steele comega por se perguntar como e quando
teve origem a afirmagio sobre a exclusividade do uso
de régua e compasso, ressaltando que, durante boa parte
do século XIX, ela ndo se encontra nas publicagdes de
histéria da matematica, vindo a aparecer pela primeira
vez em 1874, em um livro sobre histéria da matemadtica
na antiguidade e na idade média. O autor é Hermann
Hankel (1839-1873), matemitico alemdo com interesses
sobre histéria e fundamentos, que afirma:

Devemos entio a Platio a restrigio — tdo importante para
geometria— dos instrumentos grdficos aos dois elementa-
res. Os outros instrumentos, ﬁequentemente anunciados
com pomipa por seus inventores, sio esquecidos hoje em dia
porque lhes falta qualquer significado cientifico superior
(Hankel, 1874 in Steele, 1936, p. 290, tradugio nossa).t

Hankel apresenta trés provas: duas citagdes tira-
das de Plutarco e outra de uma obra de Platio sobre a
Repiiblica. Segundo Steele, depois do livro de Hankel, a
afirmagdo sobre a origem platonica da restri¢do a régua e
a0 compasso tornou-se uma constante na historiografia —
seja em trabalhos que citam Hankel, ou em outros que ndo
fornecem referéncias. Steele cita, em particular, as obras
de Heiberg (1884), Zeuthen (1886), Rouse Ball (1888),
Siegmund Gunther (1895), Moritz Cantor (1907) ¢ E.
Dijksterhuis (1929) (Steele 1936, p.290-291), e constata:

Alguns autores desistem de apresentar suas fontes e
outros sempre perseveram, repetitivamente, nas trés
provas utilizadas pelo proprio Hankel, em apoio a
opinido de Hankel, nio acrescentando novas provas
(Steele, 1936, p. 293, tradugio nossa).”

Steele observa, ainda, que o livro de Hankel foi
publicado postumamente, de forma inacabada e sem a
redagdo final. Para dar um exemplo do cuidado que se
deve ter ao usar esta obra como referéncia, a parte que
versa sobre a geometria grega ¢é interrompida depois da
citagdo acima. Reconhecendo a necessidade de investigar
com mais profundidade os argumentos de Hankel, Steele
dedica uma parte principal de sua tese a analisar se as trés
provas usadas por Hankel sdo vélidas ou pertinentes.

As trés provas

Plutarco (cerca 46 a 120 E.C.), historiador grego

e cidaddo romano, relata duas vezes uma critica feita por

& “Wir verdanken daher Plato die fiir die Geometrie so wichtige Beschrankung der geometrischen Instrumente auf jene zwei elementaren. Die anderen, von ihren Erfindern oft mit
Pomp angekiindigten Instrumente sind heute vergessen, da ihnen jede héhere wissenschaftliche Bedeutung abging” (Hankel, 1874 in Steele, 1936, p. 290).
9 “Die einen Schriftsteller verzichten auf die Darlegung ihrer Quellen, immer und immer wieder halten andere, als Stutze fir die Hankelsche Ansicht, an den drei von Hankel selbst

benutzen Stellen fest und tragen ihnen keine neue dazu” (Steele, 1936, p. 293).
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Platio a Arquitas (ca. 428 a ca. 350 a.E.C.), Eudoxo (408
a355a.E.C.) e Menaechmos (ca.380 a ca.320 2. E.C.).1°
Segundo o historiador grego, a critica consistiria em apon-
tar que estes matemdticos tentaram reduzir o problema
da duplica¢do do cubo a constru¢ées mecanicas pelo
uso de aparelhos (organikds, geritliche); assim, ter-se-ia
pervertido o lado bom da geometria, fazendo-a retornar
aum ambito sensual. O segundo relato intervém em uma
discussdo que Plutarco propde sobre os aparelhos de defesa
construidos por Arquimedes; Platio teria criticado, em
termos semelhantes, o uso da mecénica porque a esséncia
da geometria seria pervertida e arruinada sempre que ela
se afastasse de suas abordagens conceituais e imateriais
e procurasse abrigo no sensual ou em objetos materiais
(Steele, 1936, p. 294-295).

Na visdo de Steele, os dois relatos sdo indepen-
dentes. H4 em comum o fato de que, em ambos os casos,
0s mesmos trés matemdticos sdo criticados, ao se citar a
redugdo do problema da duplicagio do cubo a operagdes
materiais, tendo como consequéncia arruinar o lado bom da
geometria e o abandono de elementos imateriais em favor
do sensual. Os relatos fazem sentido uma vez que os trés
nomes criticados possufam conexdes: Eudoxo foi um aluno
de Arquitas, e Menaechmos, um aluno de Eudoxo. Além
disso, encontram-se testemunhos semelhantes em varios
outros autores da antiguidade (Steele, 1936, p.296-297). No
entanto, ndo hd confirmagio alguma sobre a mencionada
critica feita por Platdo — nem nas obras de Platio, nem em
Aristételes, nem em comentdrios sobre os dois filésofos;
também nio se encontra referéncia a essa critica em Teon
de Smyrna (ca. 70 a ca. 135), Diégenes Laertius (ca. 200 a
ca.250), Pappus (ca. 290 a ca. 350), Proclus Diadochos (411
2485) ou Eutokios (ca. 480 a ca. 540) (Steele, 1936, p.298).

Apesar da escassez de evidéncias sobre o aspecto ci-
tado acima, Steele avalia que podemos confiar em Plutarco
como uma testemunha sobre a matemadtica. Ao analisar as
numerosas mengdes sobre assuntos matematicos em suas
obras, ndo encontrando indicios de incompeténcia, Steele
acredita que é possivel confiar no bom uso de suas fontes:

Considerando outros relatos sobre matemdtica que ele
apresenta, ndo hd nenhuma razdo perceptivel para
duvidar de que ele nao tenha escolhido cuidadosamente
suas fantes para sustentar as criticas e extraido de
tais fam‘es, em duas ocasides distintas, os argumentos

adequados (Steele, 1936, p. 301, tradugio nossa).”!

Para Steele, é possivel que a fonte usada por Plu-
p q p
tarco para se referir a critica de Platdo tenha sido uma

obra que ndo existe mais, o Platonico, escrita por Eratos-
thenes que tratou, entre outros, do problema deliano; o
conhecimento dessa obra ¢ indireto (Teon de Smyrna,
1878, 2:3-12; Steele, 1936, p. 301). Resumindo, a anilise
sobre os dois relatos de Plutarco nio permite decidir com
seguranca se constituem testemunhos confidveis. Contudo,
essa indecisio nio impede que se afirme o valor dessa
referéncia para se decidir sobre a veracidade da afirmagio
sobre a restri¢do  régua e ao compasso nos Elementos. Isso
porque, ou os relatos sobre uma possivel censura feita por
Platio sdo falsos, desvalorizando os relatos, ou, mesmo no
caso de serem verdadeiros, ndo se pode afirmar se a censura
implica realmente uma restri¢do 4 régua e ao compasso.

Com o objetivo de decidir se tal censura — se verda-
deira — teria sido feita contra o uso de outros instrumentos
além da régua e do compasso, Steele analisa os dois relatos
a luz da terceira fonte mencionada por Hankel, a citagdo
de Platdo na Repuiblica. Primeiramente, Steele descarta a
hipétese de que Platdo teria recusado, nessa obra, o uso de
movimentos na geometria, ou conjurado uma geometria
de movimentos: por um lado, os conceitos de Arquitas
nio se relacionam a uma geometria desse tipo e a posi¢io
de Platio sobre uma tal geometria nio é evidente (Steele,
1936, p. 302-303). Faz mais sentido entender os dois
relatos de censura — que ndo mencionam de modo algum
arégua e o compasso — como se referindo a modelos que
apelam aos sentidos e utilizam ferramentas materiais e
produgdes que se servem da mecénica. De fato, segundo
Diégenes Laertius, Arquitas utilizava argumentos basea-
dos em movimentos materiais em sua solu¢do do problema
deliano (“organike kinesis”; Diégenes Laertius 1828-1831,
VIII, § 83). Por esse motivo, Platio pode ter desejado
recusar esta descida a drea da percepgio pelos sentidos,
vendo-a como renuncia de uma geometria puramente
conceitual, refigio condendvel a objetos que surgem do
trabalho de operérios por meios materiais (Steele, 1936,
p- 303). Uma tal conjectura corresponde as concepgdes
de Platio. Steele acrescenta que, na verdade, Aristételes
também distingue entre a atuagio de um gedmetra e a de
um marceneiro: ambos consideram o 4ngulo reto, mas o
marceneiro somente na medida em que seu trabalho o
exige, a0 passo que o gedmetra estuda o angulo na sua
esséncia e particularidade, porque a tarefa do gedmetra é
o estudo do verdadeiro. Quanto a Platio, segundo os dois
relatos de Plutarco, sua indignagio concernia as solugdes
mecAnicas em substituicdo as conceituais:

A geometria deve se segurar nas formagées originais
efernas e incorporais, deve permanecer de natureza

0 Uma critica encontra-se na obra Moralia de Plutarco: no oitavo livro Quaestiones convivales, 718 EF, e a outra, na obra Vitae parallelae, na vida do Marcellus, 305 EF.
1 “Von seinen Gbrigen mathematischen Stellen aus bietet er also keinen besonderen greifbaren Grund zu zweifeln, daR er die Quellen der Tadelstellen mit Umsicht gewahlt und
ihnen bei zwei verschiedenen Gelegenheiten das jeweils Passende entnommen hat” (Steele, 1936, p. 301).
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conceitual e deve dominar tarefas dificeis por meios
tedricos e ndo tomando de empréstimo coisas dadas
pelos sentidos empiricos (Steele, 1936, p. 305, tradugio

nossa).”?

Em seguida, Steele analisa a terceira prova, a
citagdo de Platio propriamente dita, que traz a recusa
de qualquer uso, em geometria, de uma terminologia
que faca referéncia a atos reais. Platdo diz ser ridiculo
o fato de alguns escolherem expressdes insinuando que
facam alguma coisa ou efetuem atos [Handlungen setzen
wollen], por exemplo, falando em “quadrar”, “acrescentar”
(prostithenai), ao passo que esta ciéncia deve ser cultivada
somente para se chegar ao conhecimento (Erkenntnis,
gnoseos), como afirma na Repuiblica, (Platio, 1980, 527 A;
cf. Steele, 1936, p. 306). Platio confronta, assim, a geome-
tria “em agdo” com a geometria que procede por reflexdo,
a pritica com a teoria, a ciéncia aplicada com a ciéncia
pura, a ciéncia ligada as intui¢es com a ciéncia conceitual.
Mais adiante, na Repuiblica (Platio, 1980,529 DE), Platiao
confirma essa posi¢io, quando compara figuras e modelos
com conceitos: figuras ou modelos, embora desenhados
e realizados de maneira precisa por um Dédalo, escultor
ou pintor, poderiam ser apreciados como bem feitos por
um gedmetra experimentado, mas este Gltimo nunca
acreditaria reconhecer neles a verdadeira esséncia, seja de
um idéntico, de um duplo ou de qualquer razdo.

Do mesmo modo que as duas primeiras, a terceira
prova nio fala explicitamente de construgdes com régua
e compasso. Mas em outro trecho, na Repuiblica, proximo
dos comentdrios acima, hi uma men¢io ao problema
deliano, que parece ser apreciado como caracteristico
para a estereometria, exprimindo a aceitagdo da solugio
correta por Arquitas, realizada por meio da estereometria
(Platdo, 1980, 528 B). Porém, essa solugio exige um es-
pago tridimensional e ndo pode ser efetuada somente por
régua e compasso (Steele, 1936, p. 307). Steele alerta-nos,
portanto, que a conexio entre a solugdo do problema de-
liano e construgdes com régua e compasso, muito familiar
na atualidade, ndo deve ser suposta como uma conexio
presente na matematica grega. Além disso, deve-se estar
consciente de que o problema deliano — quando explici-
tado — aparece somente como um exemplo e nio pode ser
interpretado como evidéncia de um discurso geral sobre
construgdes com régua e compasso, uma vez que a censura
de Platdo poderia ter sido formulada contra solugées que
ndo conhecemos mais, porque no nos foram transmitidas.

Resumindo a andlise das trés provas utilizadas
por Hankel, Steele acredita na veracidade de algumas

censuras feitas por Platdo em rela¢io 4 geometria, mas
ndo as vé como indicio da exclusio de uma geometria de
movimentos ou do uso de instrumentos distintos da régua
e do compasso. Platdo recrimina o uso de ferramentas
materiais em geral, pois isto significaria o abandono da
geometria puramente conceitual (Steele, 1936, p. 308).
O desenvolvimento da geometria depois dele confirma
essa avaliagdo, em particular os progressos na teoria das
curvas, que podem ser vistas como indicando um maior
grau de abstra¢do em relagio a elementos materiais.

Na se¢do seguinte, Steele analisa as maneiras
como matemdticos de geragdes posteriores definiram
curvas superiores. Revela-se que eles estudaram as se¢des
cOnicas, mas também um grande nimero de outras curvas,
como quadratrizes, conoides, espirais, esferoides, etc. sem
nenhuma restri¢do a régua e ao compasso. Além disso,
eles substituiram as primeiras constru¢des dessas curvas,
que usavam instrumentos materiais, por meios tedricos

(Steele, 1936, p. 311-313).

Hd outras evidéncias para se
considerar uma restricdo d régua e
ao compasso?

Depois dessa primeira parte dedicada a anilise
das provas apresentadas na historiografia, Steele estuda
sistematicamente outras evidéncias que poderiam indi-
car uma restri¢do a régua e a0 compasso por principio.
Como primeiro passo, ele trata do chamado fragmento
de Hipécrates (cerca 450 a.E.C.),um documento extenso
sobre a matematica antes de Platdo.” Os dngulos centrais
de duas lunulas de Hipdcrates estdo um para o outro na
razio de dois niimeros inteiros p e ¢g. Dos possiveis pares
(p, ¢), Hipdcrates constréi trés pares; de dois destes, vé-se
facilmente que podem ser construidos por régua e com-
passo e do terceiro, € possivel mostrar que ele poderia ter
conseguido construir da mesma maneira. No entanto, nio
é possivel afirmar que Hipé6crates tenha se restringido a
estes trés casos e que nio tenha investigado outros pares
(o que teria exigido outros meios de construgio), porque
queria utilizar somente a régua e o compasso (Steele,
1936, p. 322).

Depois de estudar esta parte altamente desenvol-
vida da matemdtica antes de Platdo, Steele volta-se para
este ultimo, a fim de verificar se ele teria excluido meios de
construgdo mais sofisticados do que a régua e o compasso.
Os problemas escolhidos sdo os ctbicos, em particular o

da duplicagio do cubo. Segundo um relato do Philopo-

2 “Die Geometrie muB an den ewigen, unkorperlichen Urgebilden festhalten, sie muR begrifflich bleiben und schwierige Aufgaben theoretisch, nicht durch Anleihen bei Sin-

nendingen bezwingen” (Steele, 1936, p. 305).

13 0 fragmento estd contido no comentario de Simplicius sobre a Fisica de Aristoteles, ver Simplicius (1882).
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nos, Platio teria sugerido aos seus alunos resolver este
problema (Philoponus, 1909, 102:22-23). Encontramos
neste contexto um primeiro indicador do verdadeiro papel
histérico da régua e do compasso: o uso ou nio deste tipo
de construgio teria servido como diviséria exata entre
geometria elementar e geometria superior (Steele, 1936,
p-324). Além disto, um trecho do Menon,de Platio (86E-
87B), mostra que ele nio praticou a suposta restri¢do, pois
permitiu o uso de outros meios, a0 menos para a solugio
de problemas ctbicos (Steele, 1936, p. 325).

Steele discute, portanto, uma aparente contradigio:
se Platdo tivesse banido o uso de instrumentos materiais
na geometria, como ele poderia ter admitido a régua e
0 compasso, que sdo também instrumentos materiais?
A Unica maneira de evitar tal contradi¢fo seria admitir
que Platdo teria concebido, na verdade, o circulo e a linha
reta como figuras ou curvas originais e geratrizes, todas as
outras figuras sendo combinagdes destas duas. Embora, em
uma primeira abordagem, haja indicios dessa concepgio,
uma andlise mais fina ndo confirma a natureza geratriz
dessas curvas. Hd inclusive trechos em que Platio mostra
que nio concebeu o circulo e a linha reta como sendo da
mesma natureza original e primitiva, pois atribui 4 linha
reta a primordialidade: o retilineo precede e o circular s6
se realiza posteriormente (Plutarch, 1895, V, § 2, 130:
14-16 in Steele, 1936, p. 334).

Depois de pesquisar detalhadamente, constatando
o siléncio sobre qualquer restri¢do a régua e ao compasso
nas obras matemdticas da época cldssica grega, Steele passa
a refletir sobre suas possiveis causas. Em épocas diferentes,
pode-se pensar em motivos distintos. Pode-se esperar que
arestricdo 4 régua e 20 compasso como meios para resolver
um problema tenha sido enunciada como uma condigio
adicional. Ao passo que, na matemadtica de hoje, da au-
séncia de enunciagio explicita de uma condigio adicional,
deduz-se que ela nio exista, ndo se pode dizer o mesmo
do contexto grego. Como Steele aponta, ao enunciar os
trés problemas famosos, nenhum dos autores cldssicos
menciona a condi¢do adicional. Mas talvez, em periodos
nos quais a referéncia ao uso de régua e compasso esteve
em vigor, ndo teria sido preciso explicitd-la; por outro lado,
quando as formulagdes dos problemas foram expressas
em terminologia mais especificamente geométrica, os
matemdticos ja suspeitavam da insuficiéncia da régua e do
compasso e, por isso, podem nao ter mais desejado exigir
uma solugdo s6 com esses meios.

Nos Elementos de Euclides, encontramos, pela pri-
meira vez, uma restri¢io efetiva e palpdvel ao uso de régua
e compasso. Porém, a restri¢do praticada nessa obra nio
eravélida para toda a geometria. De fato, segundo Pappus,
o préprio Euclides excedeu esse limite em outras obras
(que nio foram conservadas), em particular numa obra
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sobre conicas. Nas duas obras em que Euclides praticou
tal restri¢do, os Elementos e os Data, nio encontramos
explicagdes ou comentdrios sobre suas razdes, que devem
ser, portanto, razdes indiretas. Para Steele, o principal
motivo de Euclides para se restringir as construgdes por
régua e compasso nos Elementos teria sido evitar todas as
curvas de grau superior e isto por razdes relacionadas ao
ensino (Steele, 1936, p. 338).

Steele retoma a famosa citagio de Pappus ao
classificar os problemas geométricos em trés tipos, men-
cionando a régua e o compasso como caracteristica para
os problemas ‘planos’

Os antigos consideravam trés classes de problemas
geométricos, chamados planos’, 5olidos’ e ‘lineares’.
Aqueles que podem ser resolvidos por meio de retas e
circunferéncias de circulos sdo chamados de problemas
planos’, uma vez que as retas e curvas que os resolvem
tém origem no plano. Mas problemas cujas solugies
sdo obtidas por meio de uma ou mais segées conicas
sdao denominados problemas solidos’, uma vez que
superficies de figuras solidas (superficies cénicas)
precisam ser utilizadas. Resta uma terceira classe, que
€ chamada ‘linear’ porque outras linhas’, envolvendo
origens diversas, além daquelas que acabei de descrever,
sdo requeridas para sua construgdo. Tuis linhas sio as
espirais, a quadratriz, o conchoide, o cissoide, todas com
muitas propriedades importantes (: Pappus, 1933, livro
111, prop. 5, tradugio nossa).

Pappus relata que os “antigos” gedmetras tentaram
resolver os problemas da duplicagio do cubo e da tris-
sec¢do do dngulo por meio da régua e do compasso, mas
ficaram embaragados porque nio conseguiram. Porém, ele
ndo explica esta abordagem a partir de uma interdigio de
outros meios, ou de uma imposicio da restri¢do a esses
dois instrumentos, mas unicamente pela falta de familia-
ridade daqueles gedmetras com os meios verdadeiramente
necessdrios para as construgdes citadas, que sio as se¢oes
conicas (Steele, 1936, p.338). Devido a essa falta de fami-
liaridade, os antigos gedmetras também nio foram capazes
de comparar a capacidade das construgbes com régua e
compasso com a capacidade das construgdes com curvas
superiores e, portanto, de realizar uma escolha consciente
dos métodos mais adaptados a cada caso.

Ja Proclus, embora seja um neoplatonico e tenha
relatado extensamente as concep¢des matemdticas de
Platdo, nunca menciona uma censura ou uma prescri¢io
em relagdo a métodos de construcio. Quando quer explicar
porque se evitou certos problemas, que nio podem ser
resolvidos por régua e compasso, Proclus nio se refere a
uma interdi¢do intencional de outros meios geométricos,
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mas sim as necessidades de um ensino sistematicamente
hierarquizado (Steele, 1936, p. 340). Gragas a essa colo-
cagio chave, Steele propde, na terceira e ultima parte de
sua investigacdo, uma compreensio inovadora sobre o
verdadeiro papel da régua e do compasso para os mate-
mdticos gregos.

O verdadeiro papel da régua
e do compasso

Resumindo os resultados das duas primeiras partes
de sua tese, Steele constata que ndo é possivel afirmar
uma restricio geral, na geometria grega, s constru¢des
por régua e compasso. Porém, pode se constatar uma
restri¢do condicional: uma obrigagio de se utilizar régua
e compasso sempre quando possivel, com a permissio de
se utilizar outros meios nos outros casos (Steele, 1936,
p- 341). Uma regra condicional desse tipo teria sido ex-
pressa por Pappus na citagio abaixo:

De algum modo, contudo, um erro do tipo seguinte pa-
rece ndo ter sido considerado pequeno pelos gedmetras:
quando um problema plano é solucionado por alguém
por meio de conicas ou instrumentos lineares, e, em
suma, quando € resolvido como se fosse de uma classe
que ndo é a sua, como no exemplo da pardbola no quinto
livro das Céonicas de Apolonio e da neusis solida de um
circulo (Sefrin-Weis, 2010, p. 145).

Apesar de se referir frequentemente aos comentérios
de Pappus, a historiografia nio chegou a avaliar suficiente-
mente essa regra; s6 Heath chega a menciond-la (Heath,
1981, p.385), mas sem lhe dar a devida atengio*. Analisan-
do essa e outras fontes, Steele coloca as seguintes questdes:

o Como os préprios gregos justificaram a restri¢do
condicional? Eles foram consequentes na aplicagio
da regra?

e A regra de Pappus levou em conta os casos geo-
metricamente impossiveis. Os gregos suspeitaram
que a impossibilidade poderia ser causada pela
natureza do assunto?

e Os gregos procuraram e encontraram uma
caracteristica puramente geométrica que fosse
realmente comum as duas curvas associadas a régua
e a0 compasso, quer dizer ao circulo e a linha reta?

Para responder a primeira pergunta, Steele recorre
a regra de Pappus enunciada acima, que exprime clara-

mente a posi¢io de que se deve utilizar o maximo possivel
a régua e o compasso. O trabalho de Apolonio (c. 262 a
¢.190a.E.C.) sobre lugares geométricos planos ¢ a primeira
obra matematica grega na qual o uso de régua e compasso
sdo determinantes para a escolha dos assuntos a serem
tratados. Por que os gregos teriam assumido a posi¢do de se
restringir o méaximo possivel ao uso de régua e compasso?

Steele responde que “As razdes que foram transmi-
tidas literalmente, indicadas pelos préprios gregos, sdo de
natureza didatica ou epistemoldgica” (Steele, 1936, p. 343,
tradugio nossa).” Ele cita Proclus, em particular, que chama
alinha reta e o circulo de linhas “simples”, das quais mesmo
os leigos possuem ideias claras, ao passo que as linhas mistas
superiores pertencem a ciéncia. Proclus também propde que
o problema geral de se dividir um 4ngulo nio deve ser abor-
dado no ensino, pois as curvas necessérias para resolvé-lo
sdo complicadas demais para iniciantes. Além disso, Steele
comenta a escolha dos métodos por Euclides, afirmando
que ele tratou somente das linhas puras, e ndo das mistas,
porque “na exposicdo de assuntos simples deve-se utilizar
os tipos simples” (Proclus, 1970 in Steele, 1936, p. 344).
Segundo Proclus, Euclides teria excluido dos Elementos,
por exemplo, a trissec¢io do dngulo, uma vez que tratar de
problemas resolvidos somente por curvas mistas ia de en-
contro a concepgio expressa acima. Pappus também enuncia
vérias vezes razdes diddticas para a escolha dos métodos.
Por exemplo, em um trecho paralelo a regra, onde relata
que os gedmetras antigos lidavam com lugares planos por
meio do circulo e da linha reta, ele afirma que esta prética
de restricio dos métodos ndo se aplicou por principio da
mesma maneira em todas as partes da geometria, mas
somente na exposi¢io de elementos (Pappus, 1933, 644,
p-5-7 in Steele, 1936, p. 344).

Quanto & questio de investigar se os gregos aplica-
ram a restri¢do condicional de modo consequente, Steele
é obrigado a dizer que ainda faltam estudos que analisem
excegdes 4 pritica da regra. Ele anunciou que realizaria esse
trabalho (Steele, 1936, p. 348), mas nio chegou a fazé-lo.

Ja em relagio as razdes epistemoldgicas que teriam
levado a restri¢do as construgdes com régua e compasso
nos Elementos, Steele ndo apresenta muitas evidéncias.
Ele se refere, por um lado, a Aristételes, ao afirmar que a
beleza da ciéncia matemdtica consiste na ordem dos seus
teoremas, na coeréncia dos seus resultados e na determi-
nagio imutdvel de seus conceitos, o que implicaria uma
hierarquia de niveis na geometria. Por outro lado, ele cita
Proclus, quando enfatiza uma gradagio na geometria e
critica outros autores de elementos que acrescentam coisas
demais as partes elementares (Steele, 1936, p. 345).

4 Essa citagdo de Pappus sera retomada por Knorr, como veremos mais adiante.

's “Die wortlich Uberlieferten Grinde, welche die Griechen selbst angegeben haben, sind entweder lehrkundlicher oder wissenschaftstheoretischer Art” (Steele, 1936, p. 343).
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Com o fim de tratar a segunda pergunta, sobre a
impossibilidade de algumas construgées, Steele mostra
que hd um grande nimero de citagdes, nas obras gregas,
sobre impossibilidades geométricas em geral: sobre a
impossibilidade de resolver alguns problemas com régua e
compasso e sobre a inten¢do de encontrar uma prova certa
para a impossibilidade da quadratura do circulo (Steele,
1936, p. 348-352).

Em resposta a terceira pergunta, Steele sublinha
que linhas retas e circulos no plano foram combinados na
matemadtica grega em uma unifio que reside inteiramente
na teoria e ndo depende dos instrumentos acidentais
de desenho, ou seja, nio depende realmente de régua e
compasso (Steele, 1936, p. 363).

Vale mencionar que, na continuagio do artigo,
apesar de sua postura critica e cuidadosa quanto ao uso
de fontes por historiadores contemporineos, Steele segue
a tendéncia de sua época ao atribuir aos gregos a pratica
de uma dlgebra. Visto que a possibilidade de se obter uma
construgio com régua e compasso é equivalente a poder
resolver uma certa equagio algébrica, Steele analisa se é
possivel detectar conceitos e meios algébricos ligados a
construgdes geométricas. Ele constata, por fim, que “falta-
vam” tais ferramentas para os gregos (Steele, 1936, p. 358).

De nosso ponto de vista, para além da anilise
meticulosa mostrando a auséncia de evidéncias que per-
mitam afirmar a restri¢io 2 régua e a0 compasso como
uma prescri¢do para a geometria contida nos Elementos, o
aspecto mais interessante do trabalho de Steele reside em
sua argumentagio sobre as razdes pedagdgicas que teriam
motivado o uso exclusivo da reta e do circulo nessa obra.

Construcoes geomeétricas e a
arte de resolver problemas na
geometria grega

Nesta secdo, procuraremos entender os objetivos
dos Elementos no contexto mais amplo da pritica de reso-
lugdo de problemas que marcou a matemdtica no tempo
de Euclides. No livro The Ancient Tradition of Geometric
Problems, Wilbur Knorr analisa em detalhes a diversidade
de métodos usados na resolugio de problemas geométricos
até o século 111 a.E.C. (ver Knorr, 1986). Contrariando a
visdo de que houvesse uma preocupagio com a sistemati-
zagdo dos métodos de construgio usados, esse historiador
defende a ideia de que, até esse momento, o importante
para os gedmetras era resolver os problemas por qualquer

técnica que estivesse disponivel. Esse leizmotiv, em nada
similar ao cardter sistematico e formal dos Elementos, mar-
caa tradi¢do grega de resolugio de problemas geométricos
na época de Euclides, que se estendeu ao menos por mais
um século depois dele.

Os argumentos usados por Knorr mostram que
as tentativas de resolugio de problemas envolviam uma
diversidade de técnicas, ndo havendo realmente indicios de
que essas fossem vistas como inferiores a construgdes por
régua e compasso. Essa conclusio complementa, a nosso
ver, a tese de Steele, contextualizando suas hipéteses em
um panorama mais amplo dos objetivos da prética geomé-
trica no periodo aqui analisado. Além disso, a explicagio
de Knorr pode fornecer elementos que nos ajudem a
compreender as razdes que levaram o trabalho de Steele a
permanecer desconhecido, ou conhecido superficialmente,
pela historiografia.

Por volta do século IV a.E.C., os problemas clds-
sicos da duplicagio do cubo e da quadratura do circulo
tinham adquirido notoriedade, em parte gragas a pensa-
dores ligados a Platdo. Antes dessa época, contudo, esses
problemas ja tinham sido abordados por Hipdcrates.
Por exemplo, Aristételes afirma que esse gedmetra teria
fornecido uma prova falsa do problema da quadratura do
circulo em seu tratado sobre as linulas, trabalho no qual
o autor demonstra que as dreas de dois circulos estdo uma
para a outra assim como os quadrados de seus didmetros.
Os métodos usados incluem a neusis, que, como vimos, era
considerado um procedimento essencialmente distinto de
uma construgio com régua e compassso.

O papel de Hipécrates, que atuou no século
V a.E.C,, foi central na histéria dos problemas cldssicos.
Nos fragmentos que restaram de sua obra, observamos
que, apesar de grande parte dos casos que Hipdcrates
apresenta ser resolvivel com régua e compasso, ele opta
por outros métodos. O método da neusis é uma técnica de
construgio usada na resolugio de problemas geométricos
que nio pode ser classificada como construgido com régua
€ compasso, uma vez que emprega uma régua graduada.'®
Em seu tratado sobre as linulas, Hipdcrates usa solugoes
por neusis em problemas que poderiam ser resolvidos por
meio de construgdes com régua e compasso.

Isso prova que o objetivo do trabalho do gedme-
tra mais conhecido anterior a Euclides nio era fornecer
construgdes com régua e compasso para os problemas
geométricos, mas encontrar uma construg¢do possivel
qualquer, ou seja, resolver os problemas. Logo, apesar
de ser vasta a extensdo dos problemas que podiam ser

16 A construcdo por neusis (do grego vedoig de vevew neuein “inclina em direcdo a”; plural: vevoeig neuseis) consiste em intercalar uma linha reta de tamanho dado (a) entre duas
linhas retas dadas (/ e m), de modo que a linha reta intercalada, ou sua extensdo, passe por um ponto dado P. Ou seja, uma extremidade da linha reta deve estar em /, e a outra

em m, ao passo que a linha reta esteja “inclinada” em direcdo a P.
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resolvidos por régua e compasso, outros métodos eram
amplamente utilizados antes de Euclides.

Durante o século IV a.E.C. foram desenvolvidas
novas técnicas, em particular as que empregavam curvas
especiais geradas por se¢des de s6lidos (como as conicas) ou
por movimentos mecinicos (como a espiral). As solucbes
para a duplicagio do cubo exploravam uma vasta gama de
métodos geométricos, caracteristicos da prética de resolugio
de problemas desse século. Arquitas, por exemplo, chegou
a usar a curva formada pela interse¢io de um toro com um
cilindro para duplicar o cubo, e a quadratriz, para trissectar
o dngulo. Outro método muito utilizado era o da aplicagio
de dreas, ja conhecido no periodo pré-euclidiano.

Alguns dos matemiticos que aperfeicoaram essas
diferentes técnicas eram proximos de Platdo, como Eudo-
x0, ¢ integravam a Academia. Uma tal convergéncia entre
interesses filoséficos e geométricos levou muitos intérpre-
tes a postular posi¢des inapropriadas sobre a motivagio
dos gedmetras gregos pré-Euclides. Mas os trabalhos
desses gedmetras podem ndo ter tido uma natureza formal.
Ao contririo, como argumenta Knorr, foi a busca de
técnicas de resolugio para os problemas geométricos que
manteve o campo matemdtico em movimento, gerando
novas pesquisas. A tarefa de resolver problemas nio parece
ter sido constrangida, nem antes nem depois de Euclides,
pela imposi¢io da régua e do compasso.

Na verdade, a restri¢do a régua e ao compasso
ndo era praticada sequer em outros escritos de Euclides.
Os postulados do livro I, que tratam da construibilidade,
isto ¢, das construgdes permitidas, sio uma particularidade
dos Elementos. Em outras obras importantes da geometria
grega, como as de Apolonio ou Arquimedes, além de serem
usados outros meios de construgio, esses meios ndo sio
enunciados explicitamente nos preimbulos. Retomamos,
portanto, a pergunta: a que se deveria a sistematizagio
presente nos Elementos?

Atualmente, a tese mais reveladora a respeito do
encadeamento das proposi¢des nesse livro é a de que seus
resultados foram enunciados de trés para frente. Dentre os
primeiros principios, alguns teriam por fun¢io construir
os objetos efetivamente utilizados nas demonstragdes.
Depois de ter estabelecido as proposi¢ées que queria de-
monstrar, ou as construgdes que queria efetuar, Euclides
teria listado os principios dos quais se poderiam deduzir
essas proposi¢oes ou construir os objetos nelas utilizados.

Para Mueller (1981), os principios e os resultados
enunciados no livro I teriam como objetivo primordial
permitir as construgdes requeridas em algumas proposi-
¢oes desse livro, como: ligar pontos a retas dadas, estender
retas, cortar segmentos em partes iguais a segmentos
dados, bissetar retas, erigir perpendiculares e, finalmente,
copiar dngulos. Do mesmo modo, o objetivo de outros

resultados do livro I seria o de possibilitar que certas
construgdes fossem realizadas por meio de outras mais
simples, o que caracterizaria o procedimento tipico dos
Elementos. Se um postulado foi usado para demonstrar um
teorema (ou para efetuar uma construgio), esse teorema
(ou essa construgio) se torna uma verdade disponivel para
a demonstra¢io de novos teoremas (ou para a realizagio de
novas construgdes). Cada resultado aprendido constitui a
base para o aprendizado de novos resultados. Os primeiros
principios servem, portanto, a demonstragio dos primeiros
resultados que, em seguida, efetuardo o papel de premissas
para novas demonstrag¢des. O encadeamento dedutivo das
proposi¢des pode ser compreendido, assim, como a busca
de uma espécie de economia na argumentagao.

Com base nessa tese, podemos compreender, mais
uma vez, a restricdo as construgdes por meio de retas e
circulos de um modo nio normativo, ou seja, como uma
espécie de otimizagdo, o que estd de acordo com a inter-
pretagio levantada por Steele, exposta na se¢do anterior.

Do ponto de vista da exclusividade, ou da predo-
minancia da régua e do compasso como técnicas de cons-
trugdo, a situagdo ndo se transformou muito no periodo
pos-euclidiano. Knorr (1986) mostra ainda que, a0 menos
até o século IT a.E.C., o objetivo principal dos gedmetras
era o de encontrar construgdes por qualquer método que
estivesse disponivel.

A restri¢do a um certo método de construgdo pode
ser vista como uma limita¢io motivada pela necessidade
de dividir e classificar o corpo de resultados existentes.
Seria plausivel afirmar, portanto, que a riqueza da inves-
tigagdo sobre problemas geométricos de construgio pode
ter levado a uma reflexdo sobre a natureza geral da arte
de resolver problemas. Essa clareza, por sua, vez, pode
ter motivado as primeiras demandas de sistematizagio e
ordenagio da geometria.

Knorr conjectura, com base nessa hipétese, que
podem datar da transi¢do entre os séculos Il e IT a.E.C. as
primeiras tentativas de regularizagio dos métodos de cons-
trugdo para problemas geométricos. Jd proximo da virada
para a nossa era,o campo da geometria estava desenvolvido
a tal ponto que pode ter se tornado interessante regularizar
e classificar os métodos de resolugio de problemas. A con-
sideragdo de classes distintas de problemas — como a dos
problemas planos, sélidos e lineares, citada por Pappus —
ajudava a compreender o escopo dos métodos usados para
tratd-los. Isso explicaria o esforgo para reduzir outros tipos
de constru¢io a um desses trés. Sendo assim, descrever os
tipos de problema existentes podia ser conveniente, mas
somente com o intuito de organizar a pesquisa.

Mesmo que um processo de sistematizagio tenha
se iniciado no século II a.E.C., a divisdo dos problemas
geométricos em trés tipos s6 foi enunciada no comenta-

Historia Unisinos

101



Gert Schubring, Tatiana Roque

102

rio de Pappus no terceiro século da era comum. A tdnica
referéncia encontrada na obra de Pappus a uma suposta
exigéncia de se procurar preferencialmente construgdes
planares (com retas e circulos) € a citagio que mencio-
namos anteriormente, que afirma ser um erro solucionar
um problema plano por meio de conicas ou instrumentos
lineares (ver Knorr, 1986, p. 345).

Além de ndo haver evidéncias de que a classificagio
de Pappus provenha do tempo de Euclides, a divisio entre
problemas planos (construidos com régua e compasso) e
outros, s6lidos ou mecanicos, devia ser de ordem descritiva,
mais do que normativa:

What the early geometers introduced as a useful divi-
sion of loci becomes, among commentators, a norma-
tive division of problems in general, imposing in an
unworkable form the recommendation fo seek planar
methods ofsolufion (Knorr, 1986, 2 368).

Insistimos na hipétese, defendida também por
Knorr, de que a resolugio de problemas era a parte es-
sencial da atividade geométrica na época de Euclides,
Arquimedes e Apolonio, e a compilagio do saber na for-
ma de um conjunto de teoremas, uma atividade auxiliar.
A fungio dessa atividade poderia estar ligada a preocupa-
¢oes pedagdgicas, o que é coerente com a tese de Steele.

Seria plausivel explicar a predominancia de uma
preocupagido com a organiza¢io dos enunciados geomé-
tricos a partir dos objetivos didaticos da escola de Ale-
xandria, que se desenvolveu depois de Euclides. O tipo
de composi¢io encontrado nos Elementos se encaixava
perfeitamente aos objetivos pedagégicos dessa escola,
cuja abordagem privilegiava uma exposi¢io sintética, que
tornava inacessivel o procedimento heuristico da desco-
berta. A abordagem tedrica, de inspira¢io euclidiana, seria
caracteristica, portanto, do ensino nas escolas filoséficas.

Knorr chega a atribuir a paralisagio do trabalho
produtivo da geometria grega aos efeitos esclerosantes
dessa pedagogia, tipica da orientagdo escoldstica dos
pensadores da Alexandria antes do inicio da era comum.

Resumindo: o modo de exposicio dos Elementos
era uma exce¢do em sua época, mas seu estilo foi conve-
niente para difundir os ideais pedagégicos dos pensadores
da escola de Alexandria — que ndo tinham uma pratica
matemadtica prépria. Isso explicaria porque esse aspecto
nos foi transmitido com uma relevincia maior do que
parecia ter na época de Euclides.

Conclusao

Como apontado por Steele, uma das explicagoes
mais convincentes para o uso da régua e do compasso
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nos Elementos de Euclides ¢ de ordem pedagégica.
As construgbes com estes instrumentos seriam mais
simples e nio exigiriam nenhuma teoria adicional (como
seria o caso das construgdes por meio de conicas). Desse
ponto de vista, a restri¢do a esses instrumentos nio seria
consequéncia de uma proibi¢do, mas de uma economia
de argumentagio: devia-se usar a régua e o compasso
sempre que possivel para simplificar a solu¢do dos
problemas de construgdo. Assim, apesar do destaque
dos primeiros principios na organizagio dos Elementos,
seu sentido deveria ser de ordem prética, mais do que
metafisica, ou formalista.

Essa tese estd de acordo com as interpretaces de
Knorr, pois as construgdes com régua e compasso nio
fornecem um panorama amplo das técnicas usadas pelos
matemadticos gregos antes e depois de Euclides, que ndo se
furtavam a utilizar outros métodos de construgdo. Knorr
postula que a sistematizagdo do campo de problemas
geométricos pode ter sido parte de uma pritica filoséfica
iniciada por pensadores gregos, mas em um momento
proximo a transi¢do para a nossa era.

Entre os historiadores que citamos, hd consenso
atualmente de que a divisdo, proposta por Pappus, entre
problemas planos, sélidos e lineares — responsivel pelo
entendimento da pritica de Euclides como uma regra —
possui um papel mais descritivo do que normativo. Nio é
dificil entender, contudo, que os matemdticos mais recen-
tes tenham enxergado, na proposta de Pappus, uma tenta-
tiva de classificagio. Classificar, separar os problemas em
tipos, identificar os meios legitimos e banir os ilegitimos,
delimitar a fronteira entre o tedrico e o prético, o puro e
o aplicado, sdo preocupagdes centrais de uma matematica
que se desenvolveu a partir do século XIX. Knorr (2001)
propde que as versdes historiogrificas ressaltando as
motiva¢des formalistas da matemdtica grega tém origem
no final do século XIX, ou seja, no momento em que as
preocupagdes metamatemdticas com os fundamentos
eram predominante no exercicio da matemdtica, o que
influenciou também a escrita de sua histéria.

A exclusividade ndo declarada de construgdes por
meio de retas e circulos é uma pritica dos Elementos de
Euclides, que possui um cariter excepcional no contexto
da geometria de sua época. Que tal singularidade tenha
sido interpretada como uma regra parece ser uma ocasiio
para investigar as transformagdes historiograficas que tém
influenciado as pesquisas mais recentes em histéria da
matematica. Nossa andlise, neste artigo, ndo é conclusiva,
mas talvez as concepgdes formalistas sobre as motivagoes
da matemadtica grega possam ter desviado a atengio dos
historiadores de um ponto primordial: a geometria tem
suas bases na atividade essencialmente pritica —ainda que
abstrata — de resolver problemas.
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