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INTRODUÇÃO

A forma do geóide está diretamente
relacionada ao campo da gravidade da Ter-
ra. Já o elipsóide é uma superfície mate-
mática com forma e dimensões próximas
ao geóide, sendo utilizado nos levanta-
mentos geodésicos como a superfície de

referência no posicionamento horizontal.
Contudo, as superfícies do geóide e do
elipsóide em geral não são coincidentes e
nem paralelas, e esta separação entre as
duas superfícies é denominada de ondula-

ção ou separação geoidal, podendo atingir
até dezenas de metros. A inclinação des-
sas superfícies, em casos extremos, é da

ordem de 1’ (um minuto) de arco (Ge-
mael, 1999).

A altura geométrica advinda do sistema
GNSS (Global Navigation Satellite System) é
uma grandeza puramente geométrica. Atu-
almente, com toda a potencialidade desse
sistema na obtenção de coordenadas hori-
zontais, um dos grandes objetivos é obter
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ABSTRACT

DETERMINATION OF GEOID SURFACE BY ARTIFICIAL NEURAL NETWORKS. The height obtained by the GNSS (Global Navigation Satellite System) is merely
mathematical. In most works the height should refer to the Geoid. With a sufficient number of Level References, it is almost always adjusted
polynomials that allow the interpolation of geoidal undulations. Nevertheless, these polynomials are inefficient to extrapolate data that are not
in the study area. The aim of this study is to present a new method to model the surface of a local Geoid based on the technique of Artificial Neural
Networks. The study area is the metropolitan region of São Paulo, Brazil, and undulations data from the MAPGEO program were used for the
neural network training. The program was developed by the Brazilian Institute of Geography and Statistics (IBGE) with an absolute error upper
to 0.5 m. Even with such a big error, the data provided by MAPGEO2004 may be used in the training of a neural network due to its tolerance to
errors and noises. The efficiency of the model was tested in 21 points with known undulations. In these points the model shows, by calculated
discrepancies, a Root Mean Square error of 0.100 m. The study demonstrates that the method can be an alternative in modeling local and/or
regional Geoid.

Key words: GPS, Artificial Neural Networks, geoidal undulation, MAPGEO, São Paulo, Brazil.

RESUMO

A informação da altura fornecida pelo sistema GNSS (Global Navigation Satellite System) é puramente matemática. Na maioria dos trabalhos de
engenharia, a altura deve estar referenciada ao Geóide. Com um número suficiente de Referências de Nível com coordenadas horizontais e
verticais conhecidas, quase sempre é possível realizar um ajuste utilizando-se o Método dos Mínimos Quadrados polinômios, que permite
interpolar as ondulações geoidais.  Esses polinômios são, no entanto, deficientes em extrapolar informações para fora da área de estudo. O
objetivo deste trabalho é apresentar um novo método para modelar a superfície do Geóide Local baseado na técnica de Redes Neurais Artificiais.
A área de estudo é a região metropolitana de São Paulo e para o treinamento da rede neural foram utilizadas as informações de ondulações
geoidais advindas do programa MAPGEO2004, desenvolvido pelo Instituto Brasileiro de Geografia e Estatística (IBGE). Em que pese estes dados
possuírem um erro absoluto superior a 0,5 m, seu uso é possível no treinamento de uma rede neural, já que esta é tolerante a erros e ruídos.
A eficiência do modelo foi testada em 21 pontos com ondulações conhecidas e distribuídos na área de estudo. O modelo proporcionou, a partir das
discrepâncias calculadas, um erro médio quadrático de magnitude aproximada a 0,100 m.

Palavras-chave: GPS, Redes Neurais Artificiais, ondulação geoidal, MAPGEO2004, São Paulo, Brasil.
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altitudes ortométricas com um nível de
exatidão compatível com as atividades de-
senvolvidas na engenharia. Para isto, há
necessidade de conhecer a ondulação geoi-
dal com boa confiabilidade.

Uma das soluções para minimizar este
problema é a caracterização local do Geói-
de. Uma das maneiras é utilizar uma for-
ma simplificada, a partir de ajustes de su-
perfícies matemáticas a valores de ondu-
lações geoidais, obtidos da diferença algé-
brica entre a altura geométrica e a altitude
ortométrica. Os modelos mais usados são
os polinomiais, de diferentes graus, onde
a determinação dos coeficientes se dá atra-
vés do Método dos Mínimos Quadra-
dos (MMQ).

Segundo Veronez et al. (2005) estes
modelos têm o inconveniente de não ex-
trapolar valores de ondulações para fora da
área de estudo, comprometendo a quali-
dade dos dados utilizados no processo de
ajustamento pelo MMQ e influenciando
significativamente os resultados obtidos.

Atualmente, técnicas de inteligência ar-
tificial estão sendo utilizadas para contor-
nar alguns problemas que ocorrem em
ajustamentos pelo MMQ e para facilitar a
modelagem em diferentes áreas do co-
nhecimento. Entre estas, o uso das Redes
Neurais Artificiais (RNAs).

O uso das RNAs havia sido desenvol-
vido na década de 1940, permaneceu es-
quecido durante os anos 1970 e ressurgiu
no final dos anos 1980, como uma possi-
bilidade alternativa à computação tradici-
onal. Atualmente, existem inúmeras pes-
quisas que utilizam as Redes Neurais, prin-
cipalmente para a previsão de dados, al-
goritmos de aprendizado, otimização de
sistemas e reconhecimento de padrões.

Mesmo bastante difundida em outras
áreas do conhecimento, as RNAs são ain-
da pouca aplicadas em Geomática. Dentre
os trabalhos já desenvolvidos, pode-se ci-
tar o processamento digital de imagens de
satélites desenvolvido por Pandey et al.
(2001), a modelagem numérica do terreno
de Baca (2001) e a predição de anomalia
gravitacional (Criollo e Freitas, 2002).

Lora et al. (1998) desenvolveram um
método que possibilitava um bom nível
de automação em embarcações, orienta-
das por posicionamento de satélite

(GNSS). Nesta aplicação, RNAs são utili-
zadas no treinamento adaptativo de má-
quinas e os dados de GPS servem apenas
para fornecer parte do padrão de entradas
externas, ou seja, as coordenadas de pon-
tos, para a rede neural.

Hernández-Pajares (1997) propôs e
aplicou a modelagem do Total Electrons

Content (TEC) da camada ionosférica, e
buscou quantificar seus efeitos na propa-
gação do sinal GPS utilizando os mode-
los Self Organizing Map e Hopfield. Lean-
dro (2005) também verificou a possibili-
dade de se utilizar RNAs na modelagem
do TEC no Brasil.

Maia et al. (2002) apresentaram a pos-
sibilidade da predição da contagem de ci-
clos de uma portadora GPS utilizando o
modelo Temporal – FIR MLP. Da Silva
(2003) mostrou que é possível estimar
observáveis GPS utilizando RNAs trei-
nadas a partir de informações disponibi-
lizadas pela Rede Brasileira de Monitora-
mento Contínuo (RBMC).

Maia (2003), a partir de dados gravi-
métricos, propôs um estudo de modela-
gem de Geóide Local para a região de São
Carlos (SP), empregando as técnicas de
RNAs. Nesse estudo, o autor mostrou
que, mesmo que os dados utilizados na
modelagem não sejam tão refinados, as
redes neurais podem ser uma alternativa
para a obtenção de ondulações geoidais,
dando indícios de uma possibilidade de
utilizar as informações fornecidas pelo
programa MAPGEO2004 (IBGE, 2004)
no desenvolvimento de um modelo neu-
ral para a definição de superfícies geoidais
locais e regionais. As RNAs proporcio-
nam uma excelente capacidade de genera-
lização, classificação, interpolação e extra-
polação, tolerância a erros e ruídos e tam-
bém, por dispensarem a necessidade pré-
via de parametrização na modelagem en-
volvida no processo.

O objetivo deste trabalho é propor
uma RNA para modelar a superfície do
Geóide usando o algoritmo backpropaga-

tion, ou uma de suas variações, através de
treinamento supervisionado por valores
de ondulações geoidais advindas do pro-
grama MAPGEO2004, desenvolvido pelo
Instituto Brasileiro de Geografia e Esta-
tística (IBGE, 2004). Para este estudo uti-

lizou-se como área piloto a região metro-
politana de São Paulo.

O GEÓIDE E SUAS DEFINIÇÕES

Em Geodésia, para que um ponto seja
devidamente definido no espaço ou so-
bre a superfície da Terra, é necessário de-
terminar suas coordenadas de latitude e
longitude geodésicas e a altitude geomé-
trica e/ou ortométrica.

Desde o advento dos sistemas de po-
sicionamento por satélites artificiais, a de-
terminação da posição de pontos na su-
perfície terrestre ou próxima a ela tem sido
uma tarefa relativamente simples de ser
executada. A posição é obtida a partir da
consideração de um sistema geocêntrico
cartesiano tridimensional associado a um
elipsóide de referência. As coordenadas
geodésicas dos pontos de interesse são
obtidas a partir de transformações de coorde-

nadas. Deve-se atentar ao fato que a infor-
mação da componente vertical oriunda do
uso de satélites artificiais não provém de
significado físico, sendo apenas uma gran-
deza geométrica referida à superfície elip-
soidal.

A informação vertical exige que o usu-
ário tenha bem claro os conceitos envol-
vidos nos diferentes tipos de alturas e qual
a superfície de referência a ser considerada,
tornando possível escolher o modelo ade-
quado em suas práticas da altimetria. Para
simplificar o entendimento dos vários
conceitos envolvidos, propõe-se aqui a
adoção do termo altura geométrica, elip-
soidal ou matemática, ou simplesmente
altura (h), quando a informação vertical
for obtida a partir do uso da tecnologia
de posicionamento por satélites e o ter-
mo altitude ortométrica ou simplesmen-
te altitude (H), quando a informação ver-
tical for obtida a partir das operações de
nivelamento geométrico da topometria,
onde o sistema referencial é o geóide.

Desde o advento da Era Espacial, o
campo de ação das ciências geodésicas no
modelamento do campo gravitacional ter-
restre sofreu um grande impulso e o es-
tudo do geóide e, conseqüentemente, do
campo de gravidade, passaram a ser obje-
to de maior interesse por parte dos geo-
desistas. O geóide é limitado por uma
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superfície de nível denominada de super-
fície geoidal, materializada pela superfície
equipotencial da gravidade e que mais se
aproxima do nível médio dos mares. Esta
figura é a que mais se aproxima do elip-
sóide de revolução ou Terra normal. A
Terra normal é definida como tendo a
mesma massa e velocidade de rotação da
Terra real, onde o esferopotencial de gra-
vidade sobre a sua superfície é igual ao
geopotencial de gravidade da Terra real
sobre a superfície do geóide.

A diferença entre as superfícies geoidal
e elipsoidal é definida como ondulação
geoidal ou altura geoidal (N). Quanto à
forma, esta altura é medida ao longo da
normal do lugar e quanto ao potencial
gravimétrico é dada pelo potencial per-
turbador. As alturas geoidais são obtidas
por conceitos da Geodésia Física a partir
da combinação de um modelo do geo-
potencial com dados gravimétricos de
superfície, utilizando a integral modifica-
da de Stokes (1849) associada a um mo-
delo numérico do terreno, e também po-
dem ser obtidas a partir de sinais emiti-
dos por satélites artificiais.

Assim, o estudo do geóide, bem como
o da sua determinação, pode ser feito a
partir de análises do campo de gravidade
que modelam a distribuição de massa e
efeito rotacional da Terra, resultando na
dedução da forma terrestre. Em termos
práticos, conhecendo-se o efeito rotacio-
nal, o que se procura é modelar o poten-
cial de atração (ou gravitacional), a partir
do potencial perturbador. Caracteriza-se
assim, o Problema de Valor de Contorno
da Geodésia (PVCG), que consiste em
determinar qual a melhor função mate-
mática para representar o potencial gravi-
tacional, a partir do conhecimento dos
valores assumidos por uma combinação
linear e da sua derivada normal sobre uma
superfície de referência.

A proposta de Stokes (1849) para a
solução do PVCG é utilizar a superfície
geoidal como limítrofe. Contudo, esta
proposta não é adequada porque a deter-
minação de alturas geoidais no interior
dos continentes é obstaculizada pelo des-
conhecimento de um modelo de distri-
buição de densidades no interior da cros-
ta, entre a superfície física e a geoidal.

Molodensky et al. (1962) apresentaram
uma proposta para a solução do PVCG
adotando a superfície física como a su-
perfície de contorno e evitando o proble-
ma das diferenças de densidades ao lon-
go da superfície terrestre. O resultado da
aplicação desta proposta é a obtenção de
uma anomalia de altura (ζ), em troca
da altura geoidal. A conseqüência direta é
que a superfície que se vincula com o elip-
sóide, através da anomalia de altura, é a
superfície denominada de quase-geóide.
Se, ao invés de se tomar o elipsóide como
referência, for plotada a anomalia de altu-
ra a partir da superfície física, se obtém
uma outra superfície denominada de te-

luróide. É importante destacar, no en-
tanto, que as superfícies do quase-geóide
e do teluróide não são equipotenciais.

A Figura 1 ilustra como, a partir da
definição de uma superfície e de uma di-
reção, são obtidas as diferentes informa-
ções de componentes verticais: altura ge-
ométrica ou elipsoidal (h), altitude (H),
ondulação geoidal (N), anomalia de

altura (ζ) e altura normal ( )NH .
Da Figura 1 se pode deduzir que:

h = H
N
 + ζ (1)

h = H + N (2)
N – ζ = H

N
 – H (3)

e demonstrar que a diferença entre a on-

dulação geoidal e a anomalia de altura

é igual a diferença entre as altitudes nor-
mais e ortométricas.

Classicamente, a altitude ortométrica é
determinada por meio de operações de
nivelamento geométrico, que exigem um
ponto de partida de altitude conhecida.
Assim, surge a questão de como foi criado
o primeiro ponto de altitude conhecido.
Este foi obtido a partir da materialização
do geóide a partir de um ponto fixo de
altitude conhecida em relação ao nível mé-
dio do mar e considerado como tendo al-
titude zero. A materialização deste ponto
é realizada por meio de marégrafos que
realizam observações por alguns anos.

As altitudes obtidas por processo de
nivelamento geométrico são denomina-
das niveladas. Eventuais diferenças de
altitudes ocorrem em função da variação
do potencial gravitacional e das irregulari-
dades topográficas entre os pontos me-
didos. Ao fim de uma operação de nive-
lamento geométrico, se obtém a medida
da distância entre as superfícies equipo-
tenciais, supostamente paralelas, que pas-
sam sob as bases da miras nos pontos
medidos. Várias experiências comprovam
que este paralelismo entre as superfícies
equipotenciais é válido, numa seção de

Figura 1. Tipos de altitudes em função de uma superfície e direção.
Figure 1. Height types in function of surface and direction.
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nivelamento da ordem de até 10 km, e
que distâncias superiores a este valor não
garantem o paralelismo citado. Isto pode
ser explicado pela heterogeneidade da dis-
tribuição da massa terrestre provocada
pelo achatamento dos pólos.

A análise da Figura 2 permite concluir
que  é diferente de  , sabendo-se
que duas superfícies equipotenciais têm
de constante entre si a diferença de poten-
cial e não a diferença de altura. Desta for-
ma, se conclui que o nivelamento geomé-
trico fornece resultados que dependem do
percurso percorrido durante a sessão de
levantamento.

Neste momento, é importante salien-
tar que os usuários devem se familiarizar
com os vários conceitos envolvidos nos
diferentes tipos de alturas, sob pena de
incorrer em graves problemas em proje-
tos de engenharia e na determinação das
componentes verticais geodésicas.

REDES NEURAIS ARTIFICIAIS
APLICADAS NA
DETERMINAÇÃO DE
ONDULAÇÕES GEOIDAIS

Uma Rede Neural Artificial é, basicamen-
te, uma técnica não algorítmica, baseada em
sistemas de equações em geral não lineares e
interligadas, onde o valor de saída – o resul-
tado da equação – é ponto de entrada para
várias outras equações da rede. A Rede Neu-
ral é constituída de neurônios artificiais, pro-
jetados para um comportamento análogo
ao neurônio biológico (Haykin, 1999). For-
malmente, uma rede neural artificial é um
processador paralelo e distribuído que con-
siste de unidades simples de processamen-
to, com as quais se pode armazenar conhe-
cimento e que permite seu uso em sucessi-
vas avaliações. Seu comportamento lembra
o cérebro humano por dois aspectos: o co-
nhecimento é adquirido por meio de um
processo de aprendizagem e as conexões
entre os neurônios, conhecidas como pe-
sos sinápticos, são usadas para armazenar o
conhecimento adquirido.

Neurônio artificial

A Rede Neural é formada por unida-
des de processamento, chamadas de “neu-

rônios artificiais”. Cada neurônio com-
porta-se multiplicando os dados de en-
tradas pelos pesos sinápticos (w

ki
), que

somados e submetidos a uma função de
ativação, geram uma saída (Figura 3).

Dentre os muitos tipos de redes neu-
rais existentes, optou-se pela utilização do
modelo Multilayer Perceptron (MLP), por
sua facilidade de implementação e relativa
simplicidade. As redes MLP possuem um
grande poder computacional devido à in-
serção de camadas intermediárias, diferen-
te do modelo Perceptron de Rosemblatt
(1958), que possuía apenas um nível de

neurônios diretamente conectados à ca-
mada de saída.

Neste método, a solução de proble-
mas não separáveis linearmente pode ser
trabalhada através do uso de redes com
uma ou mais camadas intermediárias. A
rede passa a conter, então, pelo menos
três camadas, a de entrada, a intermediá-
ria ou escondida, e uma camada de saída
(Haykin, 1999).

Para Cybenko (1989), tais redes podem
implementar qualquer função contínua, e
com duas camadas intermediárias, é possí-
vel aproximar qualquer função matemática.

Figura 2. Superfícies equipotenciais.
Figure 2. Equipotencial surfaces.

Figura 3. Neurônio Artificial (adaptado de Haykin, 1999).
Figure 3. Artificial Neuron (adaptated from Haykin, 1999).
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Regra delta generalizada e
algoritmo Backpropagation

A regra delta generalizada é a regra de
aprendizagem mais utilizada para treinar
uma rede MLP. Consiste na aplicação do
gradiente descendente, usando o algorit-
mo Backpropagation (Haykin, 1999).

Quando um determinado padrão é
fornecido à rede pela primeira vez (1º ciclo
de aprendizagem), esta produz uma saí-
da. A diferença entre esta saída e a deseja-
da constitui o erro. O algoritmo Backpro-

pagation é responsável pelo cálculo das
funções de erro. O objetivo da fase de
treinamento é diminuir constantemente
o valor do mesmo. Para isto, os pesos
são atualizados a cada nova interação
(Haykin, 1999).

A equação 4 mostra a função do Mean

Squared Error (MSE).

 , com        (4)

onde:
d 

pj
= valor de saída desejado

y
pj 

= valor de saída obtido
j = um neurônio da camada de saída
p = padrão da rede neural

É importante salientar que as infor-
mações de entrada e saída da RNA pas-
sam por um processo de normalização
onde, geralmente, são agrupadas em in-
tervalos entre [0 e 1] ou [-1 e 1]. Neste
trabalho, utilizou-se a normalização no
intervalo entre [0 e 1].

Como já foi salientado inicialmente, uma
das grandes dificuldades em se trabalhar com
RNAs aplicadas à área de Mensuração é a
possibilidade de contar com informações
para treinamento e validação daquilo que se
propõe modelar. Pelo fato das RNAs se-
rem tolerantes a erros e ruídos optou-se em
desenvolver treinamentos com dados de
ondulações geoidais advindos do progra-
ma MAPGEO (IBGE, 2004).

Segundo o IBGE (2004), o “Modelo
de Ondulação Geoidal” possui uma reso-
lução de 10´ de arco, baseado na integral
modificada de Stokes (1849). As informa-
ções utilizadas no processo foram: (i) ano-
malias médias de Helmert em quadrículas

Tabela 1. Identificação das RNs utilizadas no processo de validação do modelo proposto,
associadas ao Sistema de Referência Geodésico SIRGAS.
Table 1. Identification of Level References (LRs) used in validation of the purposed
model associated to the Geodesic Reference System – SIRGAS.

de 10´x10´ em áreas continentais, obtidas
a partir de informações gravimétricas do
IBGE, e de diversas instituições no Brasil
e em países vizinhos; (ii) anomalias deri-
vadas da altimetria por radar a bordo de
satélite em áreas oceânicas, utilizando o
modelo KMS-99; (iii) modelo digital de
terreno com resolução de 1’x 1’ obtido a
partir da digitalização de cartas topográfi-
cas e, quando não disponíveis, utilizando
o modelo GLOBE; e (iv) modelo de geo-
potencial EGM-96 até grau e ordem 180".

Ainda segundo o IBGE (2004), o
erro médio padrão do MAPGEO2004
é da ordem de ± 0,50 m podendo, em
algumas regiões brasileiras, proporcio-
nar erros superiores a esta grandeza.
Neste nível de qualidade, as informa-
ções de ondulações advindas deste pro-

grama, são passíveis de serem utiliza-
das em RNAs.

MATERIAIS E MÉTODO

A área de estudo foi a região metropo-
litana de São Paulo. A validação do mo-
delo que está sendo proposto baseou-se
nas informações utilizadas por Netto et
al. (1996), quando propuseram um mo-
delo geoidal para a região através do posi-
cionamento com o sistema GPS em 21
referências de nível (RN) pertencentes à
rede de nivelamento de 1ª ordem do
IBGE (2004), com valores conhecidos de
ondulações geoidais a partir do rastreio
com receptores GPS. As observações fo-
ram realizadas com receptores marca
TRIMBLE pelo processo diferencial es-
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tático com duração de três horas e taxa de
coleta a cada 15 segundos.

Toda a modelagem foi baseada no sis-
tema de referência SIRGAS (Sistema de
Referência Geodésico das Américas). As-
sim, houve a necessidade de compatibili-
zar os pontos utilizados na validação para
este sistema.

A Tabela 1 lista as coordenadas verti-
cais das 21 RNs distribuídas na região de
estudo. Observa-se uma variação máxi-
ma da altura geoidal entre todos os pon-
tos, da ordem de 0,39 m, sendo o valor
máximo de -2,774 m e o mínimo de -
3,158 m. Os pontos estão distribuídos
dentro de uma região compreendida pe-
las latitudes de 23º 17' S a 23º 59' S e lon-
gitudes de 45º 58' W a 47º 08' W.

Para gerar as informações utilizadas no
processo de treinamento da rede neural,
criou-se uma malha de pontos envolven-
do toda a área de estudo. A partir das
coordenadas UTM dos pontos dessa
malha, foram obtidas as ondulações geoi-
dais correspondentes no programa MA-
PGEO. Este procedimento permitiu es-
truturar uma rede neural com duas entra-
das (coordenadas UTM Norte e Este) e
uma saída (ondulação geoidal).

Os treinamentos da rede neural foram
realizados com malhas de pontos espaça-
dos, aproximadamente, de 10 km x 10
km (77 pontos) e de 5 km x 5 km (224
pontos), conforme as Figuras 4 e 5, res-
pectivamente. Com isto foi possível veri-
ficar se o aumento do número de infor-
mações na rede melhora promove a me-
lhora de sua eficiência no processo de
generalização de ondulações geoidais.

O programa utilizado para realizar as
simulações com RNAs foi o Matlab, atra-
vés do módulo Neural Network Toolbox.

RESULTADOS E DISCUSSÃO

Foram utilizadas várias topologias de
rede, mas a que apresentou os melhores
resultados foi a do tipo [2-5-3-2-1], atra-
vés do algoritmo Levenberg-Marquardt,
com as seguintes configurações: (i) duas
entradas de informações, no caso, as co-
ordenadas UTM dos pontos da malha;
(ii) três camadas intermediárias, sendo a
primeira com cinco neurônios, a segunda

Figura 4. Ilustração da malha de pontos (10 km x 10 km) utilizados na modelagem por
RNAs, com coordenadas UTM associadas ao sistema de referência SIRGAS e Meridiano
Central 45º W.
Figure 4. Illustration of grid points (10 km x 10 km) used in the modeling by ANNs
with UTM coordinates associated to SIRGAS reference system and Central Meridian
45º W.

Figura 5. Ilustração da malha de pontos (5 km x 5 km) utilizados na modelagem por
RNAs, com coordenadas UTM associadas ao sistema de referência SIRGAS e Meridiano
Central 45ºW.
Figure 5. Illustration of grid points (5 km x 5 km) used in the modeling by ANNs with
UTM coordinates associated to SIRGAS reference system and Central Meridian 45ºW.

Figura 6. Topologia da rede neural utilizada na modelagem.
Figure 6. Topology of the neural network used in the modeling.
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Tabela 2. Discrepâncias de ondulações geoidais proporcionadas pela modelagem por
RNAs e pelo MAPGEO2004, com uma malha de pontos espaçados de 10 km x10 km.
Table 2. Discrepancies of geoidal undulations obtained with the modeling by Artificial
Neural Networks ANNs and by MAPGEO2007 program with spaced 10 km x 10 km grid
points.

com três e a terceira com dois; (iii) uma
saída, para o que foi utilizada a ondulação
geoidal advinda do programa MA-
PGEO2004 (Figura 6).

A função de ativação das camadas in-
termediárias foi a sigmoidal tangente hi-
perbólica conforme a equação 5. A taxa de
aprendizagem utilizada foi de 0,3, o ter-
mo momento foi 0,9 e um total de 600
ciclos de treinamento.

    (5)

A análise da eficiência do modelo pro-
posto baseou-se na obtenção das discre-
pâncias entre os valores de ondulações
geoidais conhecidas dos 21 pontos lista-
dos na Tabela 1 e aquelas obtidas pela
modelagem por RNAs, conforme equa-
ção 6.

                      (6)

onde:

DN = discrepância na obtenção da
ondulação geoidal;

N
(conhecida)

 = ondulação geoidal conhe-
cida por meio do rastreamento com o sis-
tema GPS nas referências de nível;

N
(calculada)

 = ondulação geoidal obtida a
partir da modelagem por redes neurais.

Na Tabela 2 são apresentados os resulta-
dos do processamento com as ondulações
geoidais calculadas a partir da rede neural ela-
borada como mostrado na Figura 6, com a
malha de pontos de 10 km x10 km. A pri-
meira coluna da tabela contém a identificação
das RNs, a segunda a ondulação geoidal to-
mada como verdadeira (valores da coluna 4
da Tabela 1), a terceira, a ondulação geoidal
obtida por rede neural, a quarta, a ondulação
geoidal obtida no programa MAPGEO2004,
a quinta, a discrepância entre os valores das
colunas dois e três (verdadeira x rede neural)
e, finalmente, a última, demonstra a discre-
pância entre os valores das colunas dois e
quatro (verdadeiras x MAPGEO2004).

Para a malha de pontos de 5 km x 5
km os resultados obtidos são listados na
Tabela 3.

A distribuição de freqüência das dis-
crepâncias nos valores da ondulação geoi-
dal nas RNs, proporcionada pela mode-
lagem por RNAs e pelo programa MA-
PGEO2004 e os respectivos parâmetros
estatísticos são apresentados nas Figuras
7 a 9. Todas as análises estatísticas foram
baseadas nos valores absolutos das dis-
crepâncias das ondulações geoidais.

Quando se comparam os parâmetros
estatísticos obtidos nos dois tratamen-
tos (RNAs x MAPGEO2004),  possível
verificar que os resultados produzidos
por RNAs são significativamente melho-
res. Através da modelagem por RNAs
com malha de 10 km x 10 km, 81% dos
valores das discrepâncias na ondulação
geoidal estão abaixo de 0,10 m e, nas
malhas de 5 km x 5 km, o percentual  de
90 %. Com o MAPGEO2004, este per-
centual  de apenas 47%.

Os valores máximos de discrepâncias
são 0,29, 0,23 e 0,16, respectivamente,
para o MAPGEO2004, para a modela-
gem por RNAs com malha de 10 km x 10
km e com a malha de 5 km x 5 km.

As distribuições de freqüência obser-
vadas nas amostras obtidas pelas redes
neurais mostram maior assimetria (Figu-
ras 8 e 9) quando comparadas com o a
distribuição fornecida pelo MA-
PGEO2004 (Figura 7), denotando a pre-
sença de ruído nas observações. Entre-
tanto, apresentam estimadores de tendên-
cia central mais eficientes (Chatfield, 1998)
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se comparadas com os dados do MA-
PGEO2004 (Figura 10).

Tendo em vista que nos resultados en-
contrados as distribuições de freqüências
são assimétricas e que as amostras possu-
em tamanho reduzido, utilizou-se um teste
não paramétrico, o Wilcoxon Rank Sum Test

(McClave et al., 1997), para comparar as
amostras. A, em lugar de se utilizarem os
parâmetros média e desvio padrão, avali-
am-se as amostras ordenando por magni-
tude as observações individuais das duas
amostras tomadas conjuntamente. Os va-
lores críticos para a rejeição são estabeleci-
dos em função das somas dos números
de ordem atribuídos a cada amostra, do
tamanho de cada amostra e do nível de
significância desejado para o teste.

Mood et al. (1997) demonstram que
se pode usar o Rank Sum Test para amos-
tras com sete ou mais elementos, que
podem ser aproximadas por uma distri-
buição normal com média e variância
dada, respectivamente, por:

                     (7)

                      (8)

Portanto, pode-se utilizar a estatística
dada por:

                     (9)

onde:
T
A
 = Soma dos nmeros de ordem da

amostra “A”.
n
1
, n

2
 = Número de observações das

amostras.

com as hipóteses:

(i) H
0
: a média das discrepâncias, ob-

servada com Rede Neural, não di-
fere estatisticamente da obtida com
o programa MAPGEO (μ

MAPGEO

= μ
RNAs)

, em nível de significância
de 99%.

Tabela 3. Discrepâncias de ondulações geoidais proporcionadas pela modelagem por
RNAs e pelo MAPGEO2004, com uma malha de pontos espaçados de 5 km x 5 km.
Table 3. Discrepancies of geoidal undulations obtained with the modeling by Artificial
Neural Networks ANNs and by MAPGEO2004 program with spaced 5 km x 5 km grid points.

Figura 7. Distribuição de freqüência para os valores de discrepâncias da ondulação
geoidal obtidas pelo MAPGEO2004.
Figure 7. Frequency distribution of discrepancies found for the values of the
geoidal undulation obtained by the MAPGEO2004 program.
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(ii) H
a:
 a média das discrepâncias, ob-

servada com Rede Neural,  menor
que a média dada com o programa
MAPGEO (μ

MAPGEO
 < μ

RNAs)
 em

nível de significância de 99%.
(iii) Valor crítico da estatística z em ní-

vel de significância de 99%: 2,33.
(iv) Valor calculado de “z para os valo-

res obtidos pela modelagem em
malha de 10 km x 10 km: 3,72.

(v) Valor calculado de “z para os valo-
res obtidos pela modelagem com
malha de 5 km x 5 km: 4,13.

Quando foi aplicado o mesmo teste
para comparar amostras obtidas com re-
des neurais modeladas com malha de 10
km x 10 km e malha de 5 km x 5 km, o
valor calculado de “z foi de 0,76, levando
conclusão de que as amostras não dife-
rem estatisticamente entre si.

Demonstra-se, deste modo, que as
médias das discrepâncias na ondulação
geoidal obtidas com a rede neural artifici-
al apresentam valores estatisticamente
menores do que as obtidas com o pro-
grama MAPGEO2004, em nvel de signi-
ficância de 99%.

CONCLUSÕES

Os resultados para a determinação de
um modelo geoidal, com uso de redes
neurais artificiais e através do algoritmo
Backpropagation, demonstraram ser ade-
quados para os 21 pontos utilizados no
processo de validação. Para uma análise
mais consistente da eficiência do método,
um maior nmero de pontos de controle
necessário. Para isto, testes estão sendo
realizados em outras regiões brasileiras.

Neste experimento foi possível verifi-
car que, mesmo com erros superiores ao
nvel de exatidão do programa MAPGEO
(> 0,50 m), as ondulações geoidais for-
necidas por este programa mostraram ser
eficientes para uso no treinamento de uma
rede neural. Os resultados encontrados
permitem supor a viabilidade da geração
de modelos neurais para modelagens de
geóides de regiões brasileiras com nível
de exatidão melhor do que 0,300 m.

Neste trabalho, a concepção da arquite-
tura do modelo de rede neural artificial foi

Figura 8. Distribuição de freqüência para os valores de discrepâncias da ondulação
geoidal obtidas pela modelagem através de Redes Neurais Artificiais (RNAs) (malha
de pontos 10 km x 10 km).
Figure 8. Frequency distribution of discrepancies found for the values of the
geoidal undulation obtained with the modeling by Artificial Neural Networks (ANNs)
(grid points 10 km x 10 km).

Figura 9. Distribuição de freqüência para os valores de discrepâncias da ondulação
geoidal obtidas pela modelagem através de Redes Neurais Artificiais (RNAs) (malha
de pontos 5 km x 5 km).
Figure 9. Frequency distribution of discrepancies found for the values of the
geoidal undulation obtained with the modeling by Artificial Neural Networks (ANNs)
(grid points 5 km x 5 km).

Figura 10. Qualidades dos estimadores, segundo Chatfield (1998).
Figura 10. Estimators quality by Chatfield (1998).
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realizada empiricamente, o que exigiu um
tempo considerável na procura daquela que
melhor se adaptasse  região de estudo.
Pode-se inferir que existem outras possi-
bilidades de configurações de rede neural
que ainda não foram testadas e que pode-
rão proporcionar melhores resultados.

Quanto  validade de se aumentar o
nmero de pontos no processo de treina-
mento da rede neural para obter uma me-
lhora na obtenção da ondulação geoidal,
demonstrada pelo teste estatístico aqui rea-
lizado, julga-se que antes de concluir sobre
seu uso,  interessante a realização de um
número maior de testes em outra região e
com uma quantidade suficiente de RNs
com valores de ondulações conhecidas.

Por outro lado, não foi possível con-
cluir que a malha de pontos espaçados de
5 km x 5 km  a mais adequada no proces-
so de treinamento da rede neural. Para a
região de estudo os resultados encontra-
dos foram satisfatórios. Mesmo assim,
isto não descarta a possibilidade de avali-
ar outros espaçamentos entre os pontos.

Como recomendações, sugere-se tes-
tar o método em outras regiões brasilei-
ras, onde se conheça um número maior
de pontos de controle (preferencialmen-
te mais que 30), para que se possam rea-
lizar análises estatísticas mais consisten-
tes com respeito aos resultados, e utili-
zar outros modelos de redes neurais na
obtenção de um modelo geoidal. Para
tanto, um modelo recorrente no tempo
deveria ser testado.

Finalmente, propõe-se ainda que, para
a obtenção de ondulações geoidais, se-
jam realizados testes com outros algorit-
mos de treinamento e funões de ativação
nos modelos de redes neurais.
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