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RESUMEN

La intuicién matemaética es un tema ampliamente abordado en la filosofia de la ciencia. En este articulo se
estudia la idea que sobre ella tiene, uno de los méas grandes matematicos de todos los tiempos: Kurt Godel.
Cuando se revisan sus obras es inevitable encontrarse con el uso de la palabra “intuicién” en muchas de sus
demostraciones, y en algunos casos no resulta evidente qué deberiamos entender por esta nocidn. A veces,
la usa indicando que es una facultad similar a la percepcidon de la fisica. En otras ocasiones, supone que es la
encargada de validar los axiomas dotandolos de evidencia, lo que implica verla como un hecho psicoldgico.
Pero resulta curioso, por ejemplo, que no apele a ella cuando se refiere a la creatividad.
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ABSTRACT

Mathematical intuition is a widely discussed topic in the philosophy of science. This article studies the
idea that Kurt Godel has about it, one of the greatest mathematicians of all time. When his works are
reviewed, it is inevitable to find the use of the word “intuition” in many of his demonstrations, and in
some cases it is not clear what we should understand by this notion. Sometimes he uses it to indicate
that it is a faculty similar to the perception of physics. On other occasions, it assumes that it is in charge
of validating the axioms by providing them with evidence, which implies seeing it as a psychological
fact. But it is curious, for example, that it does not appeal to her when it comes to creativity.
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Introduccién

Godel no sélo fue un brillante matematico, sino que, gracias a las implicaciones de sus resultados
de incompletud, logré ser muy influyente en la filosofia de la matematica. Cuando en 1931 logré probar
"que todo sistema formal que contenga un poco de aritmética es necesariamente incompleto y que
es imposible probar su consistencia con sus propios medios” (Godel, 2006, p. 13) revoluciond las ideas
vigentes hasta el momento en filosofia de la matematica; mostrando que las posiciones tradicionales
como el logicismo, el intuicionismo y el formalismo no eran totalmente satisfactorias.

Godel demostrd que un sistema formal que sea recursivo y del que se puedan derivar los axiomas de
Peano como teoremas, no es completo. También demostré que, si de un sistema se puede afirmar que es
consistente, entonces no es posible derivar del mencionado sistema una regla que asegure su consisten-
cia. Portanto, la aritmética y la teoria de conjuntos deben excluirse del dominio de la lbgica, dado que son
sistemas esencialmente incompletos de los que no se puede brindar una caracterizacién usando reglas de
inferencia. De ahi que, "el resultado metamatemético gddeliano es la Gltima estocada contra el logicismo,
y representa la imposibilidad de llevar a cabo la derivacién de la matematica a partir de la légica, tanto en
el plano teorematico como en el conceptual” (Silva, 2019, pp. 198-199). Los aportes de Godel mostraron
que la légica es incompleta y que el logicismo es insostenible puesto que “no puede reflejar el aspecto
esencialmente creador del pensamiento matematico” (de Lorenzo, 1979, p. 435).

Tanto formalistas como intuicionistas, privilegiaban la matemdética finitaria, considerandola como la dni-
ca significativa y verdadera. A diferencia del intuicionismo, el formalismo aceptaba la matematica clasica,
incluidos aspectos transfinitos, dado que ellos servirian para obtener nuevos resultados finitarios. La Unica
exigencia del programa formalista era probar la consistencia formal de la matematica clésica, sin embargo:

En 1931 Gédel mostraria que esta exigencia del programa hilbertiano era imposible de cumplir. Pero
ya en esta discusion de 1930 Gédel manifiesta sus dudas filosdficas respecto al sentido dltimo del
programa formalista. Incluso si la prueba de consistencia del sistema formal de la matemaética clasica
fuese posible, ello, por si solo, no garantizaria la verdad de los teoremas matematicos finitarios ob-
tenidos con su ayuda. (Gédel, 2006, p. 88).

Por su parte, Brouwer “rechazaba el empleo indiscriminado de la ldgica clasica, admitiendo su
validez y adecuacion para las clases finitas, pero no su extensién para la clases infinitas”(de Lorenzo,
1979, p. 422). Luego de sus trabajos dedicados al logicismo y al formalismo Gédel ahondaré en la légica
intuicionista. Godel muestra que la teoria de nimeros y la aritmética clasicas pertenecen a la teoria de
numeros y la aritmética intuicionista, interpretadas de una manera algo diferente a la convencional. La
razén de dicha afirmacién radica

[...] en el hecho de que la prohibicién intuicionista de negar sentencias universales para formar
sentencias existenciales pierde su eficacia al permitir que el predicado de absurdo sea aplicado a
sentencias universales, lo que formalmente conduce a exactamente las mismas sentencias admitidas

en la matemética clasica. (Gédel, 2006, p. 134).

Entones puede declararse que, en el intuicionismo, las restricciones se justifican sélo para el anéa-
lisis y la teoria de conjuntos. Estas consideraciones “suministran una prueba de consistencia para la
teoria de nimeros y la aritmética clésicas. Sin embargo, esta prueba no es ‘finitaria’ en el sentido dado
a esta palabra por Herbrand, siguiendo a Hilbert” (Godel, 2006, p. 135).

Para Godel los sistemas formales poseian determinadas propiedades metatedricas (que para él
tenian un sentido intuitivo): la consistencia, la completitud y la decidibilidad. Revisemos la definicién de
cada una de ellas:
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Consistencia: cuando un célculo no es contradictorio, es decir, “cuando no es el caso que una de
sus férmulas y su negacion sean demostrables en él” (Godel, 1994, p. 25).

Completitud: cuando cada una de las féormulas del sistema o su negacién es demostrable en él.

Decidibilidad: cuando al aplicar, en un ndmero finito de pasos, un procedimiento algoritmico (me-
cénico), se puede decidir o determinar “si cada una de las férmulas aceptables es 0 no demostrable en
él” (Godel, 1994, p. 25).

El teorema de incompletitud establece que es imposible que alguien al mismo tiempo pueda es-
tablecer un sistema bien definido de axiomas y reglas; y percibir con certeza matemética que todos los
axiomas y reglas son correctos y contienen a toda la matematica. De las consideraciones de Gédel se
puede entender por qué muchos sistemas formales, aunque son consistentes, no pueden ser comple-
tos y decidibles y la propiedad de ser consistente tampoco puede ser demostrada.

Los teoremas de Godel desmienten esa mitica creencia que el hacer matemético se debe cen-
trar, exclusivamente, en la demostracion formal. Llevan al cuestionamiento de si la axiomatizacién y la
formalizacién son adecuadas para el hacer matematico: “desde un punto de vista estrictamente intui-
cionista la cuestién no existe, porque no se admite la segunda componente, la axiomatizadora” (de
Lorenzo, 1979, p. 432).

Las tesis de Godel sobre la imposibilidad de demostrar todas las proposiciones verdaderas en un sis-
tema formal que cumple determinadas condiciones trajeron consecuencias filoséficas para la matematica:

Probar la consistencia de las teorias matematicas con medios puramente matemaéticos es imposi-
ble. Para Hilbert consistencia es sinénimo de existencia. Mientras en la ciencia empirica la existencia
depende de la experiencia y de la teoria, en mateméaticas depende de la consistencia formal. Pero
gracias a Godel, quien mostrdé que no puede probarse la consistencia, la intuicién cobra un papel tan
importante como la experiencia en las ciencias empiricas: “En este sentido lo que indican los teoremas
gbdelianos es que no existe ningun sistema formal completo para la Aritmética que, siendo consisten-
te, pueda ser descrito con rigor formal” (de Lorenzo, 1979, p. 428).

La verdad de ciertos enunciados debe ser intuitiva. Puesto que la imposibilidad de demostrar un
enunciado no implica que este no pueda ser verdadero, se concluye que verdad y demostrabilidad no
son equivalentes. Esta distincién fue un éxito, como principio heuristico, acabando con el suefio de
"una matematica segura, consistente, decidible, categérica, formalizable y completa” (Godel, 1994, pp.
95-96), dando opcién al paralelismo con la ciencia empirica.

A pesar de la insistencia por parte del formalismo de certificar la certeza matematica eliminando la
intuicion matematica, Gédel demostrd que las mateméticas no funcionaban sin ella:

Restringirnos a consideraciones sintacticas formales ni siquiera asegurara la coherencia. Pero estas
intuiciones matematicas que no se pueden eliminar y no se pueden formalizar: jqué son? jCémo
llegan a estar disponibles para personas como nosotros? Una vez mds, nos enfrentamos a la natura-
leza misteriosa del conocimiento matematico, a la naturaleza misteriosa de nosotros mismos como

conocedores de las matematicas. (Goldstein, 2005, pp. 198-199).

El teorema de incompletitud produjo un giro en la filosofia de la matematica. Antes de los resulta-
dos del teorema, la comunidad cientifica asumia que la verdad matemética consistia en la demostrabi-
lidad, pero para Gédel no existia ningiin método formal que permitiera demostrar todas las verdades
de la matematica. Sus resultados mas importantes repercutieron tanto en la ldgica, como en la mate-
matica. El teorema de incompletitud establece que es imposible que alguien al mismo tiempo pueda
establecer un sistema bien definido de axiomas y reglas; y percibir con certeza matemética que todos
los axiomas y reglas son correctos y contienen a toda la matematica.

Bajo las premisas descritas, se comprende el que Godel “desconfie” de los intentos formalistas de
interpretar la matematica y preste mayor atencion a la intuicién matematica. En particular, él sospecha-
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ba que la hipdtesis del continuo no se sigue de los otros axiomas de la teoria de conjuntos, “pues tiene
consecuencias intuitivamente poco plausibles” (Godel, 2006, p. 352). Entonces se pregunta

;en qué podemos basarnos para buscar nuevos axiomas de la teoria de conjuntos? En dos cosas: en
la intuicién matematica (que corresponde a la sensacién fisica) y en el apoyo indirecto que presta a
una hipdtesis (tanto en la fisica como en la matemaética) el hecho que se sigan de ella consecuencias
verificables (por ejemplo, resultados numéricos computables) dificiles de obtener sin ella y de que
no se sigan de ella consecuencias indeseables. (Gédel, 2006, p. 352).

En este articulo, nos interesa repasar algunas de las consecuencias filoséficas de la obra de Godel,
en particular las concernientes a la intuicion matematica, mas que los resultados matematicos de la mis-
ma. Al recorrer los escritos de Kurt Gédel es habitual encontrar el término “intuicidon” en muchas de sus
aseveraciones. Son frecuentes las expresiones como “teoremas intuitivamente claros” o “significado
intuitivo de los términos primarios”, entre otras. Para Godel, la intuiciéon matematica no parece ser un
método de conocimiento. Lo que si tiene claro es que la necesita para “hacer” matematicas. Por tanto,
surgen preguntas tales como: jen qué sentido necesita Godel la intuicién?, ;para captar los concep-
tos?, ipara entender las proposiciones matematicas?, jpara validar los axiomas?, jla intuicién lo es de
la totalidad o de una parte?, ; para mostrar que los objetos de la matematica existen?, etc.

En muchos de los escritos sobre el pensamiento y la obra de Gédel se ha asumido la intuicién, prin-
cipalmente, como una facultad analoga a la percepcién del mundo fisico, o la han catalogado como una
facultad que permite interactuar con objetos abstractos (Crowe, 1988; Goldstein, 2005; Hallett, 2006;
Kitcher, 1985; Maddy, 1980; Nutting, 2015; Parsons, 1995). Nuestro objetivo sera clasificar los diferentes
"usos” que Gddel le ha dado a la intuicién, incluyendo no sélo la interpretacién ampliamente estudiada
qgue hemos mencionada sino también la intuicidn matematica como visién global, como conocimien-
to no inmediato y como hecho psicolégico. Lo que nos llevard a comprender la intuicién matematica
como "un proceso, donde el mundo real y los conocimientos previos del individuo juegan un papel
importante” (Pefia Paez, 2020).

1. La intuicién como visién global

Para Gédel la inagotabilidad de la matemética implica que se pueden generar cada vez mas y mas
axiomas. Es decir, la mente, en su uso, no es estética, por el contrario, estd en constante desarrollo, lo
que se puede ejemplificar “considerando la serie infinita de los axiomas de infinitud cada vez mas po-
tentes en la teoria de conjuntos, cada uno de los cuales expresa una nueva idea o intuicién. Un proceso
similar ocurre respecto a los términos primitivos” (Godel, 2006, p. 197).

Cuando Gédel se refiere a la teoria de conjuntos con respecto a la aritmética, afirma que: “no ten-
emos una intuicién suficientemente clara del universo de la teoria de conjuntos. Sabemos lo que son
los nimeros naturales y tenemos, por tanto, una visién relativamente clara del universo de la aritméti-
ca” (Godel, 2006, p. 224). Luego, a partir de la definicién de John von Neumann sobre los conjuntos,
entendidos como el resultado de iterar un nimero cualquiera (finito) de veces, partiendo del conjunto
vacio, Godel asume que: “esto nos proporciona una cierta intuicion de la constitucién del universo de
la teoria de conjuntos (Gédel, 2006, p. 224). Todo ello apunta a una conexidn entre intuicién y visién.

En el libro Ensayos inéditos, el editor Rodriguez Consuegra nos presenta una idea de lo que podria
significar la intuicion matematica para Godel:

Todo intento formalista de interpretar la matematica esté destinado al fracaso, pues olvida que ha de
ser nuestra intuicion matematica la que nos sirva de guia en la construccién de los sistemas formales,
que deben dar cuenta precisa de aquellos conceptos objetivos, mientras que tal intuicién no puede
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reemplazarse por ningun tipo de prueba de consistencia, o por ningtin otro recurso similar interpre-
tado de forma ‘reductiva’. (Gédel, 1994, p. 30).

Queda claro que, para Gédel, la intuicion matematica es diferente de la prueba formal. Es una guia
que puede mostrar el camino para llegar a la construccidon de conceptos y proposiciones. Sin embargo,
esa guia, esa visidn o ese proceso, requiere que quien esta inmerso en el trabajo matematico conozca
del tema en cuestién para que no se “pierda” en el camino:

Las teorias axiomaéticas, en particular, tienen un aspecto imponente: parecen actos de creacién a partir
de la nada. Pero, desde luego, no hay tal cosa. Toda teoria axiomatica se edifica sobre la base de cono-
cimientos disponibles y con la ayuda de conceptos y técnicas preexistentes. Se comienza por conocer a
fondo el material existente y los instrumentos, asi como el artesano comienza reuniendo la materia prima
y los implementos. Luego se trata de lograr una visién sindptica del campo. (Bunge, 1996, p. 140).

Cuando Godel “desarrollé” su teorema de incompletitud recurrié a todo ese conocimiento matematico
que habia "aprendido” durante afios y que era como un cimulo de saberes que interactuaba en su pensa-
miento. Con esto queremos mostrar dos situaciones: la necesidad de un bagaje matematico y la capacidad
intelectual de cada individuo de “ver” o "intuir” lo que otros ante el mismo hecho no pudieron comprender:

El matemaético talentoso mira un rompecabezas recalcitrante desde un nuevo punto de vista, ‘intuyendo’
que una maniobra particular ayudara con la suma de una serie o la evaluacién de una integral, que un
problema en la teoria de nimeros reduce a un resultado en la teoria de funciones. (Kitcher, 1984, p. 61).

El mismo Gédel afirma que la intuicién matematica no es un reldmpago de creatividad que apare-
ce en la mente de cualquier individuo. No. En realidad, requiere de la experiencia matematica y de las
habilidades obtenidas en el trabajo continuo. Estas intuiciones parecen abiertas, prometen observacio-
nes adicionales, mas aun este tipo de intuicién se puede cultivar: “ya que a través de la experiencia se
pueden desarrollar habilidades para una observacion mas cercana y més precisa” (Burgess, 2014, p. 21).

Para Godel, la intuicion es algo asi como una idea sugerente, necesaria para el trabajo del ma-
tematico. Tal concepcién le permite afirmar que “los axiomas bésicos de la teoria de conjuntos son
altamente plausibles, para ser aceptados, por ejemplo, por cualquier persona con experiencia directa
en la teoria de conjuntos y conocimiento intimo de las consecuencias mateméticas de varios principios
y técnicas de la teoria de conjuntos” (Hallett, 2006, p. 119). Es decir, la intuicidon puede ser desarrollada
por un sujeto con la educacién adecuada.

Cuando Goédel se refiere a las nuevas intuiciones matematicas, entiende que son sugerencias plau-
sibles que aparecen después de la experiencia con el uso de algun sistema axiomatico. Lo que se
impone no es el producto de la intuiciéon sino el producto de la reflexién sobre el concepto, “cuya ‘per-
cepcién’ es el producto real de la intuicién” (Hallett, 2006, p. 121). Asi:

No es posible invocar la intuicién como una especie de piedra de toque de la verdad para los nuevos
principios. Decidir sobre una nueva extension para establecer la teoria sera una cuestion delibera-
tiva y reflexiva en la que la experiencia matemética de uno con un sistema dado juega un papel, y
también lo es nuestro conocimiento de los desarrollos matematicos especificos en la teoria (Hallett,
2006, p. 119).

La cita nos indica que, para Gédel, la intuicién no es la fuente de la verdad, ni siquiera en los ni-
veles méas bésicos de la matematica, pero destaca la necesidad de la reflexion y la deliberacion para el
desarrollo de nuevas teorias, asi como reconoce la importancia que juega la experiencia matematica y
los conocimientos adquiridos a través de la practica matematica.
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Es gracias a una intuicién matematica bien desarrollada que es posible ver que ciertas proposi-
ciones son verdaderas. En la transcripcidon de una conversaciéon entre Hao Wang y Gédel, citada por
Rodriguez Consuegra, Godel afirmé que:

No analizamos la intuicién para ver una prueba, sino que mediente la intuicién vemos algo sin prue-
ba. Nos limitamos a describir, en lo que vemos, aquellos componentes que no pueden ser ulterior-
mente analizados [...] Para entender una proposicién debemos poseer una intuicién de los objetos
a los que se refiere. Si dejamos de lado la formulacién en palabras, algo general nos llega de alguna
manera. No podemos separar [tales objetos] completamente (Gédel, 1994, p. 34).

2. La intuicion es conocimiento de lo “dado”

La intuicién matematica no es concebida como una facultad “que proporcione un conocimiento
inmediato de los objetos” (Gédel, 2006, p. 427), parece mas bien que podemos formar un concepto a
partir de algo més que es inmediatamente dado. Este “algo” dado no es la sensacién, sino que tiene
que ver con los conceptos que se refieren a los objetos fisicos, los cuales “contienen constituyentes
cualitativamente diferentes de las sensaciones o meras combinaciones de sensaciones” (Godel, 2006,
p. 427). Debe notarse que por medio del pensamiento no puede crearse ningun elemento cualitativa-
mente nuevo, sdlo se pueden reproducir y combinar los ya existentes. Por lo tanto:

Puede notarse que la intuicion matematica no necesita ser concebida como una facultad que proporcio-
na un conocimiento inmediato de los objetos en cuestion. Més bien parece que, como en el caso de la
experiencia fisica, formamos nuestras ideas también de esos objetos sobre la base de otra cosa que se
da de inmediiato. Solo que este algo no es, o no principalmente, las sensaciones (Gédel, 1990, p. 268).

Es decir, existe algo mas que las sensaciones que se dan de manera inmediata, lo que se deduce
de considerar que las ideas que se refieren a componentes fisicos son cualitativamente diferentes a las
simples combinaciones de sensaciones. Para Gddel, la matemética dada estd muy relacionada con los
elementos abstractos que estan contenidos en nuestras ideas empiricas, donde existe “una estrecha
relacién entre esta parte abstracta de la forma de los objetos y el concepto de conjunto en matemati-
cas” (Hallett, 2006, p. 123).

Como Kant, Godel afirma que ni la percepcion sensorial ni la intuicion matematica otorgan un co-
nocimiento inmediato de los objetos, sean empiricos o abstractos. La formacion de ideas es el resulta-
do de un proceso, “dicho proceso requiere que haya una contribucién abstracta y a priori que supere la
pluralidad de sensaciones” (Folina, 2014, p. 42). Coincidiendo nuevamente con Kant, Gédel considera
que las sensaciones que nos producen los objetos se agrupan bajo ciertos conceptos, en particular
un concepto general que puede determinarse como “objeto”. Por ejemplo, para conocer y entender
objetos concretos como discretos o unificados, es decir, enmarcados bajo los conceptos, fue necesaria
la sintesis de las sensaciones a través de ideas abstractas como objeto o unidad. Puede entenderse la
intuicion como la “matematica dada”. Es decir, se compara no sdlo con la sensacion sino con lo que se
agrega para formar objetos empiricos. Para Gddel, el concepto de conjunto cumple la funcién de sin-
tetizar o generar unidades. Por tanto, la intuicion matematica de los objetos basicos, “aparece” luego
del procesamiento abstracto de la sensacién dada en la experiencia.

En el libro Ensayos inéditos, se afirma que para Godel la intuicion matematica “no proporciona
conocimiento inmediato, sino que formamos nuestras ideas sobre la base de algo dado, que aqui no
son las sensaciones” (Godel, 1994, p. 111). Lo dado, en matemaéticas, esta relacionado con los objetos
abstractos contenidos en las ideas empiricas. Esto no implica que los datos sean subjetivos, sino que
son de una clase diferente, un tipo de realidad entre el sujeto y su contexto. Gédel usa el término
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intuicion mateméatica en dos sentidos, hacia los objetos y hacia las proposiciones. Para él, la intuicion
matematica, cuando se usa para fines cientificos, puede ser reemplazada por las convenciones sobre el
uso de simbolos y su aplicacién, pero la intuicién no es ipso facto conocimiento.

Un aspecto que debe ser analizado en las ideas sobre intuicion de Godel, es su papel con respecto a los
objetos abstractos. En mente debe tenerse en cuenta que “la intuicion inmediata no es una forma misteriosa
de percepcién sensorial” (Tieszen, 2002, p. 365). Por conceptos abstractos deben entenderse aquellos que
no tienen relacién con objetos concretos. Es decir, debemos entenderlos como estructuras de pensamiento,
pruebas o suposiciones. El punto interesante radica en que para Godel lo importante es reflexionar sobre el
significado de estas estructuras y a esa reflexion él la llama intuicidn de conceptos.

Ahora bien, en la descripcién de la intuicién de conceptos es clave entender que la cognicion
humana es intencional (en la cognicidn, los actos siempre estan dirigidos hacia o sobre algo). Sin esta
idea en mente podria pensarse que la intuicién de conceptos es absurda. La intencionalidad implica
direccion, “los actos cognitivos son perspectivas y no podemos tomar todas las perspectivas posibles
sobre un objeto o dominio” (Tieszen, 2002, p. 369). Tanto creencias como actos cognitivos siempre in-
volucran categorias de objetos, pues es la forma que tiene la mente de clasificar. Es decir, que siempre
estamos interpretando sobre la forma del mundo, y la direccién de una intencién siempre se da por
medio de un concepto.

Los conceptos de la légica y de la matematica son exactos, dado que implican idealizaciones. Por
tanto, esta intuicién de conceptos se puede refinar y ajustar con el tiempo. Este fenédmeno es evidente
si se revisa la forma extraordinaria en que las teorias matematicas se han extendido con nuevos axio-
mas: “la idea clave para recordar aqui es que estamos hablando de hacia dénde se puede dirigir la
mente. La intuicién debe entenderse solo en estos términos” (Tieszen, 2002, p. 375).

Para Tieszen, la intuicion debe ser entendida en términos de intencionalidad y direccién, lo que
le permite explicar la intuicion de los conceptos alejada de la idea clasica de relacién causal, “lo que
considero que esta relacionado causalmente sera una funcion de lo que permanece invariante en mi
experiencia” (Tieszen, 2002, p. 384). Por tanto, el conocimiento matematico se da en términos de la
direccionalidad hacia los invariantes.

Si Hilbert hubiese tenido éxito, la intuicién solo se aplicaria a la configuracion de signos concretos y re-
glas finitas y mecénicas, cuya manipulacién permitiria la consistencia de teorias mateméticas. Pero este plan
fallé como lo demostraron los teoremas de incompletitud de Godel y, por el contrario, se asume que los
conceptos trascienden nuestra intuicién en cualquier etapa, otorgédndole a la intuicion de los conceptos un
caracter parcial. Asi, “la intuicion de los conceptos abstractos podria ignorarse o eliminarse si las matemati-
cas pudieran mecanizarse por completo” (Tieszen, 2002, p. 386). Los teoremas de incompletitud desvirtdan
la idea de que la intuicién de los conceptos abstractos pueda ser completamente mecanizada.

Vemos que en Godel aparece una idea que involucra la intuicién con un proceso dindmico, no con una
facultad misteriosa, sino como una facultad en la que se puede educar a un individuo y que viene dotada de
intencionalidad. Asi mismo, también nos ha mostrado la necesidad de formalizar esa intuicién:

el proceso dindmico en matematicas tiene lugar entre la intuicién y la formalizacién, esto es, se
podria decir, entre lo que podemos entender y lo que podemos expresar y comunicar, o formalizar
matematicamente de la manera habitual. Esta es una interaccién entre expresién y contenido, o

incluso entre un resumen y el individuo” (van Atten et al., 2008, p. 302).

3. Intuiciéon como hecho psicolégico

El término intuicion suele aparecer cuando Godel se refiere a la hipdtesis del continuo de Cantor.
Mientras que “el axioma de eleccién resulta intuitivamente evidente para casi todos los mateméticos
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(excepto para los constructivistas)” (Gédel, 2006, p. 351), la hipdtesis de Cantor carece de evidencia in-
trinseca y fecundidad demostrativa. En este punto lo intuitivo tiene que ver con la evidencia intrinseca.

Pero que una proposicién sea evidente para un individuo es un hecho psicolégico, méas que ma-
tematico. Por ejemplo, cuando Gddel se refiere al conocimiento de la matemética, asume que ésta se
nos da en su totalidad y que no cambia. Asimismo, viene acompafiada de una fuerte conviccion: “una
basada en la intuicién (aqui, de esencias) y otra basada en el éxito (de la razén en un area particular)”
(Lindstrom et al., 2009, p. 329). Para Godel en la intuicién se admiten errores, porque ella no es un
asunto de todo o nada, viene en grados. Por ejemplo, en el caso del continuo de Cantor, el papel de
la intuicion es otorgarle “un significado bien definido a la preguntay, de hecho, decidirla [...] mediante
una apelacion a la psicologia, Gddel sugiere que el significado y la capacidad de decisién puede ser
asegurable sin recurrir al realismo” (van Atten & Kennedy, 2009, p. 333).

Tendemos a sobreestimar la claridad con la que percibimos las cosas, las usamos tanto que se nos
vuelven evidentes, y lo evidente no necesariamente es cierto. Esto significa que Gédel acepta la posibi-
lidad del error, podria presentarse vagamente una esencia representada en parte simbélica o en parte
intuitiva, lo que llevaria a tener una cierta evidencia, pero persiste la posibilidad del error: “también es
en el reconocimiento de que la intuicion no es un asunto de uno u otro, sino que viene en grados (es
decir, las intuiciones son, en general, parciales) que Gédel ve una respuesta al escepticismo” (van Atten
& Kennedy, 2009, p. 336).

Para algunos autores puede entenderse la intuicién en Gédel como un hecho psicolégico. Godel
consideraba que es indudable el hecho psicoldgico de la existencia de una intuicién lo suficientemente
clara, para producir los axiomas de la teoria de conjuntos dandole sentido a la cuestién de la verdad o
falsedad de la hipdtesis del continuo de Cantor. A este respecto en el suplemento a la segunda edicién
de la Obras completas se afirma lo siguiente:

El' mero hecho psicolégico de la existencia de una intuicién que es lo bastante clara como para pro-
ducir los axiomas de la teoria de conjuntos y una serie abierta de extensiones de éstos basta para dar
sentido a la cuestion de la verdad o falsedad de ideas tales como la hipétesis del continuo de Cantor.
Lo que, sin embargo, quiza justifica mas que nada la aceptacién de este criterio de verdad en la
teoria de conjuntos es el hecho de q e recurrir a la intuicién matemética no es necesario Unicamente
para obtener respuestas univocas a preguntas de la teoria de conjuntos transfinita, sino también para
resolver problemas de la teoria finitaria de ndmeros (del tipo de la conjetura de Goldbach) 42 ,la sig-
nificatividad y univocidad de cuyos conceptos apenas se puede poner en duda. (Gédel, 2006, p. 428).

Ni siquiera los seguidores de la escuela brouweriana pondrian en duda la existencia de la intuicion
como un hecho psicolégico que es capaz de abarcar los axiomas de las matematicas clasicas, aunque
para ellos el hecho psicoldgico se explicarad “por la circunstancia de que todos estamos sujetos al mis-
mo tipo de errores si no somos lo suficientemente cuidadosos en nuestro pensamiento” (van Atten &
Kennedy, 2009, p. 334). Esta postura es conflictiva, jquién nos aseguraria, por ejemplo, que una intui-
cién provocada por un pensamiento insuficiente lleve a un juicio experto?

Ahora bien, Burgess (2014) sostiene que los juicios de inverosimilitud de Godel son intuiciones
heuristicas, entendiendo por este tipo de intuicidn: conjeturas plausibles. Cuando Gédel se pregunta
por el sentido y la direccion de la solucién al problema del continuo, parece indicar que sus juicios de
inverosimilitud son del tipo juicios de plausibilidad, tal como los juicios que suelen plantear los mate-
maticos cuando se enfrentan a una conjetura. La diferencia radica en que los mateméticos discuten si
eventualmente estas conjeturas seran probadas o refutadas, mientras que Godel sabe que la conjetura
del continuo no puede ser probada y sospecha que tampoco refutada.

Para Godel, “la existencia, como un hecho psicoldgico, de una intuicidén que cubren los axiomas de
la matematica clésica dificilmente puede ponerse en duda” (Folina, 2014, p. 60). Esto puede verse del
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hecho que los axiomas de la matematica clasica nos parecen evidentes o, por lo menos, plausibles. En-
tonces para Godel la intuicidén matematica tiene como funcién producir conviccion de las proposiciones
que se obtuvieron gracias a la observacion (o el célculo), més aln, “subraya el hecho de que la intuicién
da lugar a una serie de extensiones “abiertas” de los axiomas” (Folina, 2014, p. 64).

Godel estaba interesado en fracturar por dentro el programa formalista de Hilbert, y es que la
verdad no puede ser expresada en un lenguaje consistente: "Godel concluyd, entonces, que de los
teoremas de incompletitud se deriva que la certeza de las matematicas no se asegura después de pro-
bar ciertas propiedades por una proyeccién sobre sistemas de simbolos ajustados a ciertas reglas de
transformacion. La certeza en las matematicas debe tener otra fuente: la intuicién matematica” (Cardo-
na, 2002, p. 34). Es decir, que una clase especial de intuicion es la que permite tener conocimiento de
los conceptos abstractos.

Que la intuicién matematica pueda ser “interpretada” como un hecho psicolégico muestra que
las construcciones de las matematicas son humanas y que esa sensacion de evidencia sobre las pro-
posiciones es solamente incuestionable en la medida en que el individuo que las “percibe” ha sido
educado en ese mundo de las leyes de la matemética. Las demostraciones de incompletitud de Godel
seran evidentes Unicamente para aquellos matematicos o estudiantes que estén familiarizados con los
conceptos de la teoria de conjuntos. Es decir, las proposiciones de la matemética son verdaderas en
tanto que son contrastadas con un sistema de referencia especifico. La evidencia y el hecho psicolégico
dependen de ello.

4. La intuicion matematica es analoga a la percepcién en el
mundo fisico

En una de sus aseveraciones mas famosas, Godel destaca que a pesar de la lejania de los objetos
con respecto a la experiencia sensible, existe "algo parecido a una percepcién de los objetos de la
teoria de conjuntos, como se puede ver por el hecho de que los axiomas mismos nos fuerzan a acep-
tarlos como verdaderos” (Godel, 2006, p. 427). Segun algunos estudiosos del pensamiento de Godel,
es posible que cuando él se refiere a la percepcién de los objetos, éstos objetos, en realidad, sean los
conceptos de la teoria de conjuntos, “tal lectura hace que Gédel adhiera a la opinidn de que existe una
facultad que se asemeja a la percepcién sensorial pero que se dirige hacia ideas abstractas en lugar de
cuerpos concretos” (Burgess, 2014, p. 20).

El paralelismo que hace Godel entre la percepcién sensible y la intuicion sélo tiene sentido al interior
de una teoria, sea de objetos fisicos o de conceptos, o de todos a la vez. Nos encontramos, ahora, con una
de las ideas mas replicadas de Godel, la que “equipara la intuicion matematica a la percepcion sensible,
y la cuestién de la existencia de las entidades mateméticas a la de la existencia del mundo externo” (Go6-
del, 2006, p. 422). Afirmara, ademas, que no existe razén por la cual se deba tener menos confianza en la
intuicién matematica que en la percepcién sensible, puesto que la intuicién nos induce a construir nuevas
teorias, con la esperanza que futuras percepciones concuerden con ellas. Es importante sefalar que la ana-
logia propuesta entre intuicion matematica y percepcion sensible no implica tanto el caracter empirico de la
matematica, “sino el caracter ‘intuitivo’ de la ciencia empirica” (Godel, 1994, p. 48).

Godel toma ese caracter intuitivo de la ciencia, puesto que se viven nuevos vientos en el mundo
académico, una nueva concepcién de la ciencia, la muestra mas creativa, basada en modelos y analo-
glas inventadas, lejos de la generalizacién empirica. Ahora bien, Godel sabe que los objetos de la teoria
de conjuntos no estan en el mundo fisico. Entonces para que su analogia tenga sentido, él recurre a la
intuicién matemética para “percibir los objetos matematicos y escoger la construccién que mejor los
represente, entre todas las posibles” (Godel, 1994, p. 76). Esta eleccion vuelve a conectar la intuicion
matematica con su interpretacién como guia o vision.
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La tesis de Gddel sobre el paralelismo matemaético-fisico, tiene como base la analogia de Russell,
para quien los “axiomas no necesitan ser evidentes en si mismos (aunque pueden serlo), sino que su
justificacién puede radicar en sus consecuencias, como ocurre en la fisica” (Godel, 1994, p. 105). Enton-
ces Godel muestra que un fundamento racional de los axiomas es la percepcién directa de su verdad,
que podria ser dada por la intuicidn y el otro fundamento estd basado en el éxito de sus aplicaciones.

Su paralelismo no es sobre los objetos en si, sino sobre lo que él llama un “sistema satisfactorio”
que puede ser conceptual o fisico. Para el matematico, las paradojas son el resultado de una brecha
entre la comprensién técnica y tedrica de los términos involucrados; y la comprension geométrica intui-
tiva de estos términos. Por ejemplo, en la teoria de conjuntos el término “curva” tiene una definicién
diferente al mismo término en la geometria euclideana (Burgess, 2014). Y asi como los sentidos pueden
presentar, algunas veces, engafios al mundo fisico, asi sucede con las paradojas en el mundo de la
matematica.

Kitcher comparte la idea de Godel, segun la cual, existe una similitud entre las paradojas de la
teoria de conjuntos y los engafios de los sentidos en la fisica. Si existen las intuiciones matematicas, la
capacidad de que los procesos que nos permitan generar conocimiento, no esta exenta de un error que
nos permita caer en creencias falsas. Ahora bien, es la experiencia, en muchos casos, la que nos muestra
si nuestras creencias son falsas o no, tanto en la mateméatica como en el mundo de la fisica:

La existencia de los engafios a los sentidos no es un obstéculo para nuestro conocimiento de la
fisica; es un obstaculo para la tesis de que los procesos sensoriales que realmente garantizan nues-
tras creencias podrian continuar haciéndolo, sin que importe qué experiencia fuéramos a tener. Del
mismo modo, las paradojas de la teoria de conjuntos no desafian la posibilidad del conocimiento
matematico, sino que amenazan el apriorismo. (Kitcher, 1984, p. 63).

Otro argumento a favor de la analogia tiene que ver con las leyes deducidas de la realidad y las
leyes matemaéticas. Para Godel si las leyes de la realidad pueden falsarse, por algun tipo de observacion
adicional, “lo mismo valdria en matemaética si apareciera una inconsistencia, pues la falsacion de leyes
observables no es sino la inconsistencia entre diferentes métodos de detectar la misma cosa” ( Godel,
1994, p. 115).

En la filosofia contemporénea se ha entendido la intuicion matemética como la fuente “de supues-
tos conocimientos no obtenidos por inferencia consciente de algo mas inmediato” (Burgess, 2014, p.
12). Esta definicién parece diferenciar dos tipos de conocimiento, uno sensible y otro no sensible. G-
del comparte esta distincién. Para él debe diferenciarse la intuicion geométrica de la intuicién racional
(matematica). Para el matemético, la intuicion geométrica es una intuicion fisica a priori, mientras que la
intuicion espacial euclideana, en su aspecto puramente matematico, es correcta y representa una cierta
estructura que ya existe en el &mbito de los objetos matematicos. El contenido de las proposiciones de
la fisica como de la matematica se dan gracias a la existencia de los objetos de la fisica y de la matema-
tica. Los primeros “nos son dados en la intuicion sensible y los segundos en la intuicion matematica”
(Cardona, 2002, p. 37).

Para Godel, la intuicion también puede concebirse “como una condicion previa para la adquisicidn
de conocimiento mateméatico de alto nivel” (Hallett, 2006, p. 120). Esto se puede deducir de su analogia
de las matematicas con el mundo de la fisica, puesto que, para el matemético, la teoria de conjuntos
superior guarda una relacién con el resto del conocimiento mateméatico, como la practica matematica
con las matematicas de la vida cotidiana, de la misma manera como la fisica tedrica se relaciona con
la ciencia fisica y el sentido comuin con el conocimiento del mundo: “la percepcién sensorial nos da
conocimientos simples de hechos acerca de los objetos fisicos, y una facultad de intuicién matematica
nos da el conocimiento de los conjuntos, de los nimeros y de algunos de los axiomas simples concer-
nientes a ellos” (Maddy, 1980, p. 163).
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Entendemos, por tanto, que Goédel parte de una visién global para comprender los componentes
en su contexto, tomando en cuenta la interaccién entre las partes y el todo. Concluyendo, entonces,
que la intuicién matematica parte de un contexto, que bien puede ser fisico o matematico.

Consideraciones finales

Los teoremas de Gddel trajeron consecuencias filoséficas para la matemética, en palabras de
Goldstein: “son a la vez matematicos y metamatematicos” (Goldstein, 2005, p. 28). Es decir, son riguro-
sos porque han sido demostrados y al mismo tiempo sus resultados dicen algo sobre la naturaleza de
la matematica:

Es como si alguien hubiera pintado un cuadro que logra responder a las preguntas bésicas de la es-
tética; un paisaje o retrato que representa la naturaleza general de la belleza y tal vez incluso explica
por qué se mueve con nosotros la forma en que lo hace. (Goldstein, 2005, p. 28).

Los teoremas de incompletitud de Gédel no excluyen temas de interés propios de la matematica,
a saber, la certeza, la consistencia y la aprioricidad. Sin embargo, apunta Goldstein que el hecho de
llamarse teorema de incompletitud parece suguerirnos que en la rigurosa ciencia "el elemento humano
prevalece sobre esos sistemas tan severamente precisos, los de las matematicas y la fisica tedrica, di-
fuminandolos con nuestra propia inexactitud y subjetividad” (Goldstein, 2005, pp. 36-37).

Para Godel, la intuicion mateméatica “parece ser un factor epistemoldgico bésico en el conocimien-
to de las matematicas altamente abstractas, en particular, en la teoria superior de conjuntos” (Parsons,
1995, p. 45). Como hemos revisado a lo largo de este articulo, Godel en su eminente obra matemética
recurre a la intuicién matematica, invitdndonos no sélo a “reconocer el hecho de la intuicidén con re-
specto a los conceptos y axiomas, sino también a darle crédito” (Parsons, 1995, p. 70). Eso no implica
que debamos concebir la intuicion como la encargada de brindarnos conocimientos incuestionables ni
necesariamente verdaderos.

Godel esta interesado en la intuicién como fuente de los axiomas que son la base para las deduc-
ciones matematicas. Su interés no parece encaminado al cémo se descubren las matematicas, como
tampoco al proceso creativo que esta detras de ellas, lo cual resulta extrafio siendo un creativo y bri-
llante matematico que sabe que no se llegan a las grandes ideas siguiendo una receta, primero esto,
segundo aquello, etc.

Cuando Godel considera la intuicidén como una guia o visiéon global, que no otorga conocimiento
inmediato, ni infalible, nos muestra una postura que implica que la intuicion matematica es un proceso
dinédmico, que requiere de la experiencia del individuo.

Cuando se asume que la intuicién matematica tiene como rol proporcionar evidencia o certeza, se
cae en la intuicién como hecho psicoldgico. Por tanto, es una facultad que puede ser aprehendida y
cultivada, y que no es propiedad de sélo unos cuantos. Es obvio, tal y como dice Kitcher, que algunas
mentes son extraordinarias y han logrado lo que otras no han podido. Sin embargo, no implica que no
se pueda “educar” esa facultad para conseguir mejores resultados. ;Y si estamos hablando de educa-
cién no seria posible concebir la intuicidn como un proceso en este sentido?

En la intuicién como anéloga a la percepcion de los sentidos Gédel menciona la importancia de
las paradojas en la teoria de conjuntos, asumiendo que son un “problema” similar al que los sentidos
le pueden presentar a la fisica. Esta situacion nos permite mostrar que la intuicién puede interpretarse
COMO un pProceso:

La similitud entre las paradojas y las ilusiones sensoriales me parece correcta. Si suponemos que
efectivamente existen intuiciones matematicas, entonces la capacidad de tales procesos para pro-
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ducir conocimiento no se ve impugnada por nuestra incapacidad para discriminarlos de los proce-
sos que generan creencias falsas, como tampoco la posibilidad de conocimiento perceptual esta
excluida por la dificultad de discriminar procesos sensoriales veridicos de los no veridicos. (Kitcher,
1984, p. 63).

De la exposicidn de las diferentes concepciones sobre la intuicién matemética en Godel no se de-
duce que el conocimiento que ella produce sea a priori. Como lo anota Kitcher:

la intuicién matematica es un proceso no empirico. Por lo tanto, cualquiera que confunda procesos
no empiricos que realmente garantizan la fe con garantias a priori leerd a Gédel como un defensor
del apriorismo. Incluso si uno no hace esta combinacién, las intuiciones matematicas que Gédel
hipotetiza seran procesos que estan disponibles dada cualquier experiencia suficiente” (Kitcher,
1984, p. 59).

De la cita y de la revisién que hemos realizado sobre algunas consecuencias para la filosofia de las
mateméticas de la obra de Godel evidenciamos que la intuicidn matematica puede entenderse como
un proceso dindmico, el cudl requiere de los conocimientos mateméaticos y de la experiencia del mate-
mético que crea conceptos, inventa teorias o enuncia nuevas proposiciones.
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